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1. INTRODUCCION

El efecto Sommerfeld se entendera en este trabajo como el efecto producido
en la seccion eficaz de una interaccion debido a la presencia de un potencial [14].
Para particulas moviéndose a velocidades pequenas sucede un efecto no relativista,
es decir, un efecto que ocurre a velocidades tales que ¢, la velocidad de la luz,
puede aproximarse a infinito. El efecto es que la presencia de un potencial atractivo
puede amplificar grandemente a la seccion eficaz de la interaccion. Debido a este
efecto, estudiarlo se vuelve relevante al momento de estudiar cualquier proceso de

interaccion entre particulas moviéndose a velocidades pequenas.

Uno de los procesos en los que resulta relevante el efecto Sommerfeld es en el
estudio de la materia oscura, materia que no podemos ver pues no interactua de
forma electromagnética [I5] pero observaciones parecen indicar que ocupa la mayor
parte de la materia en el universo. Una de las evidencias para la existencia de la
materia oscura se encuentra en observaciones del fondo c6smico de microondas, una
ventana a etapas tempranas de la existencia del universo [18]. En estas observaciones
se evidencian anisotropias. Con ayuda de simulaciones, estas anisotropias, ayudadas
de un factor dominante de materia no relativista y presion despreciable, podrian
explicar las grandes estructuras del universo que se tienen hoy en dia [5]. Algunas
simulaciones predicen grandes concentraciones de materia en los centros de los cu-
mulos de galaxias, sin embargo muchas de ellas parecen tener menor cantidad de
galaxias que las predichas [2I]. Un candidato de materia oscura que parece aliviar
estos inconvenientes son las particulas WIMP autointeractuantes, particulas masi-
vas que interactiian de forma débil con una secciéon eficaz de aniquilacion mucho

menor a la seccion eficaz de dispersion [21][15].

Una forma con la que se espera detectar materia oscura es por medio de detec-
cion indirecta, deteccion de los productos del decaimiento de particulas de materia
oscura [15]. Varios experimentos tales como el PAMELA [7], HEAT [4] y el ASM-01
[2] han detectado senales que podrian interpretarse como posibles aniquilaciones de

particulas de materia oscura, sin embargo, para poder interpretarlo de esa forma



hay muchos obstaculos que superar. Uno de ellos es encontrar un mecanismo por
medio del cual esta interacciéon se ve amplificada. Una propuesta es considerar estas
particulas de materia oscura autointeractuantes moviéndose a velocidades peque-
nas, por lo que su seccion eficaz de aniquilacion se veria amplificada por el efecto
Sommerfeld [12].

Con este incentivo, estudio la dependencia que tiene el efecto Sommerfeld sobre
la velocidad de dos particulas fermioénicas, tomando el papel de dos particulas de
materia oscura, en una interaccién que involucra la aniquilacién de estas particulas.
Para este proposito, empiezo estudiando la amplitud de un término de la interac-
cion utilizando mecénica cuantica relativista, concluyendo que la amplificacion de
la interaccion se ve incrementada para velocidades pequenas y que, para velocida-
des grandes, el efecto Sommerfeld no depende de la velocidad. En caso relativista,
al aproximar la interaccion total utilizando los primeros términos de la expansion
perturbativa, se requiere que los siguientes términos sean pequenos, pero para parti-
culas moviéndose a velocidades pequenas estos términos crecen, esto hace necesario
estudiar este efecto de otra forma.

Para este proposito, vuelvo a estudiar la dependencia en la velocidad utilizando

mecanica cuantica no relativista.



2. Sobre la Materia Oscura

Observaciones del universo parecen indicar que la materia bariénica ocupa al
rededor del 5% de la energia del universo, dejando alrededor de un 27 % en materia
oscura 'y un 68 % en energia oscura [5]. En las siguientes secciones se describen
cualitativamente algunas de las evidencias de la existencia de la materia oscura y
posteriormente se enumeran algunas de las particulas candidatas a serlo. Finalmente
se introduce brevemente las maneras en las que se estd intentando detectar materia

oscura.

2.1. Algunas evidencias de la existencia de la ma-

teria oscura

Existen muchos fenémenos observacionales en donde la materia que se puede
observar parece no ser suficiente para explicarlos. A continuaciéon se explican bre-
vemente dos de estos fendmenos, asi como un argumento que favorece la existencia
de la materia oscura, basado en evidencias observacionales e ideas relacionadas con

cosmologia.

2.1.1. Lentes gravitacionales

La teoria de la relatividad general (GR por sus siglas en inglés) nos habla de
como la distribuciéon de energia y materia en el universo distorsiona la trayectoria
que un objeto seguiria sin su influencia. Si un cometa se mueve en linea recta y pasa
cerca de un planeta o una estrella, su trayectoria se verd distorsionada, de tal forma
que, en el limite en el que el campo gravitacional es débil, seguiréd una trayectoria
Newtoniana [18].

Un anélisis similar se puede hacer para la luz, si se analiza una particula sin
masa, un fotéon por ejemplo, en el limite newtoniano, para M /r muy pequeiio, la

trayectoria obtenida seria una linea recta. En caso contrario, en el limite relativista,
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Figura 2.1. Dos fotones provenientes de la misma estrella parten de los puntos 1 y 2. Los
dos fotones son desviados por la estrella S de tal forma que un observador en B observaria
a dos fotones viniendo de direcciones aparentemente diferentes. Imagen obtenida de [1§].

el foton se desvia. Qué tanto se desvia depende de la masa de la estrella y de la
trayectoria original [I§].

Si diferentes fotones provenientes de la misma estrella son desviados en direc-
ciones opuestas por otra estrella o un objeto con mucha masa, un observador podria
terminar viendo dos imégenes de la estrella viniendo de aparentemente diferentes
direcciones, asi como se ilustra en la figura 2.1} Este fendémeno ejemplifica el hecho
de que cuerpos gravitacionales se comportan como lentes [I§].

Las observaciones del universo estéan llenas de iméagenes producidas por estos
lentes gravitacionales. Este fenémeno ayuda a mapear la distribucion de masa de
agrupaciones de estrellas, mostrando que estas agrupaciones contienen mucha mas
masa de la que se le asocia a sus estrellas luminosas. La masa restante se le atribuye
a la masa de la materia oscura, materia que se espera no interactie eléctricamente,

ya que la luz pasa por ella sin interactuar mas que gravitacionalmente [18].

2.1.2. Velocidad de rotacién en las galaxias

Un método para determinar la masa contenida en una galaxia espiral es uti-
lizando las curvas de rotacion. Se les llama curvas de rotacion a la funcion que
relaciona a la velocidad de rotacion de las estrellas moviéndose al rededor del cen-
tro de una galaxia en funcion del radio. Asumiendo densidad uniforme y utilizando
mecanica Newtoniana, la velocidad de rotacién se relaciona con el radio utilizando

la ecuacion
V2, GM(<R)

R R?




en donde V. es la velocidad de rotacion, R es el radio con relacién al centro de
la galaxia, G es la constante de gravitacion universal y M (< R) es la masa de la
galaxia para un radio menor a R. Utilizando esta ecuacién, se esperaria que en la
region en donde la densidad de masa es cercana a cero, la velocidad de rotacion

decreceria de forma Kepleriana (V oc R71/2).

Por otro lado, existe una correlacién presentada por la mayoria de las estrellas
entre su luminosidad y su temperatura. El diagrama de luminosidad-temperatura se
le llama diagrama de Hertzsprung-Russell, a las estrellas que obedecen dicha corre-
lacion se les llama estrellas de la secuencia principal. Las estrellas de la secuencia
principal también presentan una correlacion entre luminosidad y masa, de la forma
L = MP, en donde L es la luminosidad, M la masa y p ~ 3.5 en unidades solares
[22].

Observaciones de muchas galaxias muestran que la luminosidad decrece con el
radio (R), por otro lado, la velocidad de rotacion de la materia luminosa alrededor
de la galaxia muestra un aumento cerca del ntcleo seguido de una secciéon en la que
disminuye. Al comienzo no se contaba con informaciéon para radios muy grandes, por
lo que no se conocia la velocidad para estas regiones. Debido a esto se asumia que
la velocidad seguia disminuyendo con el radio al igual que la luminosidad, llegando

a una disminucion Kepleriana para R grande [9].

Con los anos se fue mejorando la capacidad observacional y se pudo obtener la
curva de rotacion de una gran cantidad de galaxias a distancias muy por encima de
las que se tenian. El resultado fue inesperado, las curvas de rotacién mostraban que
la velocidad se aplanaba mientras que la luminosidad disminuia, contradiciendo lo
que se esperaba en la época. Faber [9] menciona algunos de los argumentos que se
realizaron para explicar estas observaciones tales como errores en las observaciones
o la utilizacién de un modelo diferente de distribuciéon de masa en la galaxia. Se
compusieron los posibles errores en las observaciones y se descarté6 que un modelo
diferente de distribucién de masa pudiera producir dichas curvas sin incluir en el
modelo masa no luminosa [9]. Cabe mencionar que hay una alternativa a la ma-
teria oscura para explicar estas curvas de rotacion, proponiendo que la dindmica
Newtoniana deja de funcionar en el limite para aceleraciones pequenas, a esta nueva
dindmica se le llama dindmica Newtoniana modificada (MONDs por sus siglas en
inglés). En la figura se observa la curva de rotacion de la galaxia espiral NGC
2403 observada y la predicha por una MOND [17].

5



NGC 2403 M/L =09
200 P

150

100

Velocity (km/s)

| S o i o e i e i i |

50

AN Y TN SN SN NN TN W TN SN N TN (SN TN (Y TN WO O |

0.-.-".'“."-.1.[..|...|....|..1.

0 5 10 15 20
Radius (kpc)

(3]
w

Figura 2.2. Curva de rotaciéon de la galaxia espiral NGC 2403. Curva de rotaciéon New-
toniana con linea discontinua, asumiendo un valor constante de la razén entre masa y
luminosidad de 0.9 en unidades solares. La linea punteda es la curva de rotacién New-
toniana debido a los componentes gaseosos y la linea continua es la prediccién por una
MOND [17].

2.1.3. Anisotropias en el fondo c6smico de microondas

Estudiar el fondo césmico de microondas significa estudiar parte de la forma-
cion del universo. Primero, un poco de contexto: La rama de la fisica encargada
del estudio del universo, su historia, su evoluciéon, composicion y dindmica es la
cosmologia [18].

Para estudiar la historia del universo, se utilizan una de las siguientes variables:
tiempo, el factor de escala a(t), la constante de Hubble H (¢) o la temperatura T'(¢).
La constante de Hubble describe qué tanto se alejan dos cuerpos en el universo
dependiendo de su distancia relativa debido a la expansion del universo

Ho =",
r
el factor de escala a(t) es una medida de como cambian las distancias con el tiempo,
r(t) — a(t)r. Con esta definicion, la dependencia de la constante de Hubble con el
tiempo esta dada por _
a(t)

O = Ly

Uno de los resultados encontrados en cosmologia es que el universo se esté



expandiendo. “Si la densidad de materia siempre ha sido positiva, y si la constante
cosmologica es no-negativa, entonces las ecuaciones de Einstein hacen al Big Bang
inevitable [I§]”. Mientras vamos retrocediendo en la historia, la densidad de materia
va aumentando. En algiin momento del pasado esta densidad de materia era tan
alta que toda la materia se encontraba en un estado de plasma opaco a la luz por
lo cual es imposible observar lo que paso en ese entonces, en el momento en que la
materia se empezd a enfriar, empez6 a ser posible la emision de fotones, los cuales
son los que se observan actualmente en el fondo cosmico de microondas (CMB por
sus siglas en inglés) [18].

La informacion mas relevante que ofrece el CMB es su distribucion de Energia
o Temperatura. Una poderosa herramienta para estudiar la evolucion del universo
es estudiar la distribucion de materia en las estructuras a diferentes escalas. Gran-
des estructuras una vez fueron pequenas irregularidades [5]. Por ello es importante
estudiar las irregularidades en el CMB y sus posibles causas. Se puede utilizar diné-
mica Newtoniana para estudiar la evolucion de estas irregularidades, utilizando la
ecuacion de continuidad, la ecuacion de Euler para fluidos y la ecuacién de Poisson
describiendo la interaccién gravitacional. Con estas ecuaciones aplicadas a un fluido
homogéneo en expansion, se puede llegar a la ecuacion de Jeans

6(k,t) + 2H(k,t) = 5(/{;715)[2]\;12%/) _ (csiaO)Q]

donde 9§ es la transformada de Fourier de las irregularidades para la densidad de
materia escrita en términos de un parametro adimensional, H es la constante de
Hubble, Mp;, =1/ V871G con G la constante de gravitacion universal, p es la densi-
dad de materia sin la irregularidad, ¢, es la velocidad del sonido en el fluido, a es el
factor de escala y ag es el factor de escala en un tiempo determinado [5]. En corche-
tes hay dos términos compitiendo, uno corresponde a la compresiéon gravitacional y
el otro a la presion del fluido. El nimero de honda para el cual estos dos factores se

cancelan se le llama la longitud de onda de Jeans

2 2M3
Ay = 7 QW@CS\ | Z—LL[5],
k a p

Perturbaciones de este tamano no crecen ni disminuyen. Para longitudes de onda
muy por debajo de la longitud de onda de Jeans, A < )\, la ecuacién de Jeans
se convierte en la ecuacion de un oscilador armoénico amortiguado, en donde las

oscilaciones tienen una amplitud decreciente [5].
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Para longitudes de onda muy por encima de la longitud de onda de Jeans,
A > Ay, el termino de presion en la ecuacion de Jeans puede ser despreciado,
utilizando a o< t2/3 [I8] [5] para un universo donde domina la materia, la ecuacion

de Euler y simplificando la ecuaciéon de Jeans, se puede obtener

§ o 23,
0 =: 250
Qo

Citando los valores encontrados en [5], el valor aproximado para el factor de
escala en el momento en que la densidad de energia era igual al de la materia (lo
observado en el CMB) a4, &~ 1/1100 y el valor esperado para ¢ para dicho momento

es 0gec ~ 107°. Lo que devuelve el valor de &, para el dia de hoy,

5 ec
o = —2¢ — 11006 40

Adec

Al comparar dicho valor con simulaciones, lo observado en el CMB indica que fluc-
tuaciones incluyendo fotones y bariones no es suficiente para obtener las grandes
estructuras del universo que se tiene hoy en dia. La situaciéon se mejora incluyendo

un factor dominante de materia no relativista con presion despreciable [5].

2.2. Algunos candidatos para materia oscura

En las secciones anteriores se describié algunas evidencias que apuntan a la
existencia de la materia oscura, materia que aun se estd intentando detectar. La
bisqueda tiene que enfocarse en la bisqueda de particulas que cumplan con las
restricciones planteadas por las evidencias de su existencia, entre ellas que no inter-
actien eléctricamente y que sean estables, con tiempos de vida media comparables
con la edad del universo [15]. A continuaciéon se describen tres particulas tedricas

candidatas a ser particulas de materia oscura.

2.2.1. Particulas WIMP

Las particulas masivas que interactian de forma débil (WIMP por sus siglas en
inglés) son particulas que tinicamente interactian gravitacionalmente y posiblemente
por medio de una interaccion mas alla del modelo estdndar de magnitud igual o

menor a la fuerza débil [15].



Estas particulas encajan bien con los modelos cosmolégicos utilizados hoy en
dia: Cuando la temperatura del universo era superior a la masa de las WIMPS, T" >
Myp, la materia oscura estaba en equilibrio térmico y pares particula-antiparticula
se creaban y destruian. Con el tiempo la temperatura disminuy6 y la creacion de
pares particula-antiparticula ceso, pero las aniquilaciones continuaron hasta que la
densidad fue suficientemente pequena para que la interaccion ya no se diera, a partir
de entonces la densidad de particulas WIMP se mantuvo practicamente sin cambios.
Para que la densidad de materia oscura este en acuerdo con el modelo planteado,
la masa de las particulas tiene que estar en el rango de GeV a TeV con una seccién
eficaz de interaccion media (o) = 3 x 10726cm3s~t. Al ser particulas con mucha
masa, las WIMPs se mueven lentamente, por lo que son uno de los candidatos a lo

que se les llama materia oscura fria (CDM por sus siglas en inglés) [15].

2.2.2. Particulas autointeractuantes

Utilizando simulaciones, las particulas WIMP han logrado predecir exitosa-
mente la estructura del universo a grandes escalas, pero las simulaciones que se han
logrado realizar no han devuelto resultados compatibles a escalas menores. Han pre-
dicho grandes concentraciones de materia en los centros de los cimulos de galaxias,
pero muchas de ellas, incluyendo en la que nos encontramos, el cimulo Milky Way,

parece tener menor cantidad de galaxias que las predichas por las simulaciones [2]]

Una propuesta para aliviar este problema son las particulas autointeractuan-
tes, particulas que siguen teniendo las caracteristicas de las particulas WIMP, pero
ademas tienen la capacidad de interactuar entre ellas de forma eléstica, siempre y
cuando la seccion eficaz de aniquilaciéon sea mucho menor que la seccion eficaz de
dispersion entre ellas [21] [15], esta condicion se traduce en que la aniquilacion entre
las particulas suceda a una tasa mucho menor que su dispersion. Hay que recalcar
que, a pesar de esta interaccion mutua, la tasa de colisiones en el universo temprano

es despreciable, por lo que no afecta a los modelos cosmologicos [21] [15].

2.2.3. Neutrino Estéril

El neutrino estéril es un leptéon hipotético fuera del modelo estandar de parti-
culas, con una masa alrededor de los keV, que, en principio, puede ser un candidato

para materia oscura que sobrepase algunos de los inconvenientes surgidos con la
CDM [15].



A estos neutrinos se les llama materia oscura tibia por viajar a velocidades
relativistas aun después de desacoplarse del plasma en el que estaba el universo en
etapas tempranas de su existencia. Estos neutrinos describen bastante bien el estado
actual de la densidad de materia oscura. Un problema que surge con ellos es que en
las etapas tempranas del universo se moverian muy rapido como para poder contri-
buir a la formacion de los cimulos de materia, que posteriormente evolucionarian a

ser las estructuras vistas actualmente [15] [5].

2.3. Detectando materia oscura

Hay tres posibles maneras en las que se esté intentando detectar materia oscu-
ra, deteccion directa, deteccion indirecta y produccion a través de aceleradores de
particulas [15].

La deteccion indirecta se refiere a la deteccion de los productos del decaimiento
o aniquilaciéon de particulas de materia oscura ocurriendo en galaxias o grupos de
galaxias donde se espera altas concentraciones de materia oscura [I5]. Esta forma
de deteccion solo funciona si la materia oscura interacciona de otra forma diferente
a la gravitacional. Se esperaria detectar tanto fotones como pares de particulas-
antiparticulas. Un punto clave es que los leptones y los protones pueden venir de
muchos diferentes fenémenos, pero procesos en donde se detecten antiparticulas son
més raros. La mayor bisqueda en astrofisica es en pulsares, pues producen electrones
y positrones [5]. Por ejemplo, el experimento PAMELA ha detectado pulsares con
un flujo de positrones sefialando una posible aniquilacion de particulas WIMP [5]
17 [12] [,

La deteccion directa se centra en observar los efectos de las colisiones entre
materia oscura y materia baridnica en el momento en que una particula de materia
oscura pasa por un detector en la tierra [I5] [5].

La deteccién utilizando aceleradores de particulas pretende detectar la materia
oscura al producirla en el laboratorio [15]. Se basa en dos propiedades de la materia
oscura, primero, las particulas tienen que estar acopladas a particulas del modelo

estandar y segundo, se intenta medir particulas que interactian débilmente [5].
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3. Sobre el Efecto Sommerfeld

3.1. Un experimento prometedor

Como se dijo en el capitulo anterior, una forma en la que se esta intentando
detectar materia oscura es por deteccion indirecta, un ejemplo es el experimento
PAMELA, un proyecto que tenia entre sus objetivos la busqueda de materia oscura,
disenada para medir, entre otras cosas, el espectro de positrones y electrones en
rayos cosmicos con gran precision [I] [7]. Un resultado de dicho experimento fue que

se encontrdé un aumento pronunciado en la fraccién de positrones, definida como

D+

IB) =5 e

donde ®.+ y ®.- son el flujo de electrones y positrones respectivamente, en senales
con energia entre los ~ 7 GeV y los 100 GeV [19].

Ejemplos de otros experimentos que han mostrado dicho resultado son el ex-
perimento HEAT, con observaciones en el rango de 1 Gev a 50 Gev [4] y el ASM-01

con observaciones en el rango de 1 GeV a los 30 GeV [2].

Los electrones en los rayos cosmicos se cree que son acelerados tras explosiones
supernova e interactiian con el medio interestelar de formas electromagnéticas tales
como el efecto Compton inverso y radiacion sincrotron; los positrones son producidos
en decaimientos de particulas 7; la relacion e* /e esperada por estos procesos es
de ~ 10% [2].

La aniquilacién de materia oscura es considerada como una posible fuente extra
de positrones [7], sin embargo, hay dificultad para interpretar el aumento en la
fraccion de positrones como una posible aniquilaciéon de particulas WIMP, al menos
como una aniquilacion directa de particulas WIMP a leptones ligeros 7] [19]. En
[7] se habla de la posibilidad de que la aniquilacion sea primero una aniquilaciéon en
particulas escalares méas pesadas y que los positrones sean producto del decaimiento

de dichas particulas.
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Una de las dificultades existentes para poder considerar a estos hallazgos como
posibles senales provenientes de la aniquilacién de materia oscura es encontrar un
mecanismo por medio del cual este proceso se amplifica. Una propuesta es considerar
a la materia oscura compuesta de particulas autointeractuantes, en donde la seccion
eficaz de aniquilacion se ve amplificada por el efecto Sommerfeld para el caso de

velocidades pequenas [12].

3.2. Efecto Sommerfeld

El efecto Sommerfeld es el efecto producido en la seccion eficaz de alguna
interaccion por la presencia de un potencial [I4]. La seccion eficaz es una forma
de cuantificar que tan probable es que ocurra una interaccién, por ejemplo, en la
aniquilacion de dos particulas de materia oscura, entre mas grande la seccion eficaz,
la aniquilacién es mas comiun. Si F’ es el flujo inicial de particulas, es decir, el nimero
de particulas que colisionan por unidad de tiempo por unidad de area, y N es el

numero de interacciones por unidad de tiempo, entonces,

N =oF

en donde o es la seccion eficaz de la interaccion. El significado del efecto Som-
merfeld se puede entender con un ejemplo de juguete, digamos que hay dos particulas
moviéndose una hacia la otra, en ausencia de un potencial, existe cierta probabilidad
de que las dos particulas sufran difraccion. Ahora, digamos que las dos particulas
son un electréon y un protéon, entonces existe un potencial atractivo entre ellos, de tal
forma que es més probable que exista difraccién que en el caso anterior, traducién-
dose en una seccién eficaz mayor. Este aumento en la seccion eficaz de la interacciéon
entre dos particulas por la presencia de un potencial es lo que se le conoce como el
efecto Sommerfeld.

A lo que se le conoce como el factor del efecto Sommerfeld es qué tanto se
incrementa o disminuye la seccion eficaz de interaccion por la presencia del potencial,
es decir,

o= Soy (3.1)

donde o es la seccion eficaz de la interaccion, og es la seccion eficaz de la interaccion

que tendria sin la presencia de un potencial y S es el factor del efecto Sommerfeld
[14].

Para el caso de la aniquilacién de dos particulas, puede suponerse que la inter-
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Hard Annihilation Sommerfeld Enhancement

N T T IN

Figura 3.1. Aniquilacién de dos particulas de materia oscura y en particulas del modelo
estandar (SM). Sin el efecto Sommerfeld a la izquierda y con el efecto Sommerfeld a la
derecha. Imagen obtenida de [13].

accion sucedera si las dos particulas se encuentran en el mismo punto, digamos, el
origen. La seccion eficaz de interaccion es proporcional a la probabilidad de que esto
pase, lo que en mecanica cuantica se obtiene por medio del moédulo al cuadrado de

la funcién de onda, entonces se tiene que
oo |U(0)[. (3.2)

Utilizando (6.1]) y (6.2)), el factor del defecto Sommerfeld es [14]

_ ¥ ()P

5= 1T

(3.3)

En mecénica cuantica no relativista, la funcién de onda se obtiene resolviendo
la ecuacion de Schrodinger. En mecanica cuantica relativista, desde el punto de
vista de teoria cuantica de campos (QFT por sus siglas en ingles), este potencial se
traduce como la contribucion de diagramas de Feynman més complejos, en donde el
potencial es el intercambio de particulas virtuales, asi como se muestra en la figura
2

El efecto Sommerfeld se introduce al estudio de la materia oscura suponiendo
que esta es auto interactuante, en donde las particulas de DM pueden interactuar
por medio de algiin potencial antes de aniquilarse, distorsionando la funcién de onda
y consecuentemente la seccion eficaz de interaccion [13]. Por ejemplo, si se introduce
una funcion escalar ¢, de tal forma que el hamiltoniano de interaccién entre las
dos particulas de DM sea x'¢x (este hamiltoniano de interaccion es el centro del
presente trabajo). Ademas de su importancia en el estudio de la materia oscura,

estudiar el efecto Sommerfeld es importante en cualquier experimento de deteccion
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de particulas, por su efecto en la seccion eficaz.
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4. Aniquilacién de dos fermiones de materia oscura

4.1. Preliminares

Este capitulo sera dedicado a describir el procedimiento realizado para la obten-
cion de la amplitud en la aniquilacion de dos particulas de materia oscura fermionicas
a dos particulas del modelo estandar. Lo realizaré desde el punto de vista de la teoria
cuantica de campos, asi que primero introduciré algunos conceptos importantes que

seran de utilidad en el momento de calcular la amplitud.

4.1.1. Campos escalares

La teoria cuantica de campos (QFT por sus siglas en inglés) trata de estudiar
los campos cuantizados. Clésicamente, un campo es una cantidad definida en cada
punto del espacio y el tiempo ¢(Z,t), por ejemplo, el campo electromagnético.

Cuando se estudia mecénica cuantica se aprende sobre la cuantizacion cano-
nica, en donde primero se encuentra el Hamiltoniano clasico H(g;,p;) y después se
encuentra el operador Hamiltoniano H (Pi, ¢;) que ahora en vez de ser una funcion,
es un operador hermitico operando sobre un elemento de un espacio de Hilbert, |¢),
al cual se le llama funcion de onda. De forma analoga, en QFT se cuantiza al cam-
po clésico, pero esta vez el campo no es una funciéon dependiente de una cantidad
discreta de elementos, sino que depende de cantidades continuas.

Los campos con los que trata QFT son campos que describen a las particulas.
De cierta forma, dentro de esta teoria, las particulas fundamentales como los elec-
trones, son descritas por campos, asi como los fotones son descritos por el campo
electromagnético. Las propiedades de las particulas a las que estamos acostumbrados
salen como perturbaciones de dichos campos.

El procedimiento utilizado para cuantizar un campo clasico describiendo a una
particula libre es andlogo al realizado para cuantizar el oscilador armoénico. Los
campos cuantizados terminan siendo operadores escritos en términos de operadores

de creacion y aniquilacion, interpretados como creacion y aniquilaciéon de particulas.
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Utilizando unidades naturales, es decir h = ¢ = 1, un campo escalar tiene la forma

- dp 1 - o
o0 = [ G g ) 4
donde a; es un operador que crea una particula con momento p, a;|0> = |p), ap

es un operador que destruye una particula con momento p, az|p) = [0) , E; es la
energia de las particulas, Hy [p) = Ez|p), donde Hy es el operador Hamiltoniano de
la particula libre y |0) es el estado tal que [23]

(Zﬁ‘()) =0. (4.2)

Los operadores de creacion y aniquilacion obedecen las siguientes relaciones de
conmutacion:
3¢(3) (=
[ag, af) = (27)*6® (5 - §)

[z, ag) = [af, al] = 0

[Ho, (L}] = Etfa:;“
[Ho, aq] = —Ejag (4.3)

en donde [A, B] = AB — BA es el conmutador entre A y B [23)].

4.1.2. Campos fermioénicos

La ecuacion de Dirac es una ecuaciéon de primer orden en las derivadas que a

su vez es covariante Lorenz, escrita utilizando la convencién de Einstein,

(iv"0, —m)y =0
en donde utilicé a*b, = Zi:o atb,. A diferencia de algunos textos, solo supondré
que la suma es implicita si hay un indice arriba y uno abajo, de forma que a*b* no
significard suma implicita. Utilizaré letras griegas para denotar sumas de 0 a 3 y
letras latinas para denotar sumas de 1 a 3. La métrica que utilizaré sera aquella que
tiene los elementos de la diagonal como (1,—1,—1, —1). Cuando se habla de coor-
denadas, siempre utilizaré a la coordenada 0 como el tiempo y las coordenadas 1,2
y 3 como las coordenadas x, y y z respectivamente. Por ultimo, para hablar de vec-
tores, como he estado trabajando, utilizaré una flecha arriba del vector, ¥, mientras

para cuadrivectores utilizaré letras normales, v, la distinciéon entre cuadrivectores y
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escalares se identificara por el contexto. Una vez aclarado lo anterior, como modo
de ejemplo, la ecuacion de Dirac también se podria escribir como
o o o o
. 0 .1 . 92 . 3
Wy, ey, ey, —myp =0
Vo T gy T, T, T
en donde 7" es un elemento de las algebras de Clifford, es decir, obedece las relaciones

de anticonmutacion
{7 =" A =2
con [ el elemento identidad y n** = 1 parau =v =0, n"” = —1 para u = v = i, con
¢ un numero entre 1y 3, y n** = 0 para u # v. n*” son los elementos de la métrica
de Minkowsky, por lo que suele utilizarse muy a menudo para lo que informalmente
se le llama, subir y bajar indices, es decir n*”a,a, = a*a,.
La representacion del algebra de Clifford mas simple y también la que se utiliza

en este trabajo son matrices de 4 x 4. Se utilizara una representacion que cumpla

las siguientes propiedades:

(V) =1
(v) =1
(V)T =7°
() =—
(V") = () (4.4)

en donde (v#)' es la matriz adjunta, es decir, la transpuesta conjugada de v*. Cuando
se necesite hablar de una representacion en especifico para estas matrices, se utilizara

la representacion de Weyl, en donde

el e

0 1 0 —i 1 0
o1 = 09 = ,03 = )
ool i o7 o -1

Falta aclarar que las soluciones para la ecuacion de Dirac son espinores, objetos

con

con cuatro componentes.

Utilizando la representacion (4.5)), se pueden encontrar cuatro soluciones inde-
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pendientes para la ecuacion de Dirac, dos con fase positiva y dos con fase negativa,
1,2 1,2 —ip-® 13,4 __ 1,2 +ip-T
Pt =ut(P)e T Y = vt (Pe

en donde

w(i? = Vp-oer 12 _ VP ont?
@ [m ] v [—\/p_(fn]

con p el cuadrivector del momento, o? = (1,0!,02,03), 67 = (1,—0!, —0?, —0?),
€52 dos vectores de 2 componentes linealmente independientes y n'? también dos

vectores linealmente independientes [23].

Eligiendo vectores € y n tales que cumplan las relaciones
GTTES — s 777"[775 — s

y utilizando la identidad (p - o)(p - &) = m?, se puede encontrar las relaciones

ut(p) - w*(p) = 2pod™

W) () = 2md
v (P) - v (P) = 2pod"™
v"(p) - v*(p) = —2md"
u'(p) - v*(p) = 0"(p) - w(p) =0
ut(p) v (=p) = v (P) - u(=p) = 0

2
> W @a () = pa+m
s=1

S v ) =1p, —m (4.6
con a = a'y° [23].

De igual forma que se escribié al campo escalar en términos de operadores de

creacion y aniquilacién, el campo de Dirac cuantizado tiene la forma

Z/ 2Eﬂ bs s(me+1pr+cs’( s(—)e—iﬁa‘:’]
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st . L, . . st
en donde bﬁ es un operador que crea particulas fermioénicas con momento p y Cy

crea antiparticulas fermionicas con momento p. Estos operadores de creacion y ani-

quilaciéon cumplen las relaciones de anticonmutacion
{b5, b} = (2m)*6° 6@ (5 - )

{5t = 2m)%67 6@ (5 — @)

y todas las demas relaciones iguales a cero. Con el Hamiltoniano, cumplen las rela-

ciones de conmutacion [23]
[Ho, b1 = Esb}, [Ho, cl] = Egcl!

[Ho, bz] = —Esbr, [Ho, cf] = —Ejc

Q3

4.1.3. Amplitud de una interacciéon

Al estudiar mecéanica cuantica, se aprende que la dindmica de un sistema es
gobernada por el operador Hamiltoniano H. Una forma de interpretar esta dinamica
es donde el estado de la particula |1))4 evoluciona con el tiempo obedeciendo la

ecuacion de Schrodinger

)
IS = 1),

mientras los operadores son independientes del tiempo. Otra forma de verlo es donde
el estado de la particula |¢),, es independiente del tiempo, mientras los operadores

Op evolucionan en el tiempo siguiendo la ecuacion

dOy

= = ilH, Oy][23).

Estas dos interpretaciones son equivalentes, con la relacion entre ambas dada
por
_ iHt
)y =€ W) g
OH — 61HtOSe—th

Cuando se trabaja con un Hamiltoniano que consiste en una perturbacion a un
Hamiltoniano con solucién conocida, se puede adoptar una tercera perspectiva. El
Hamiltoniano se escribe

H = Hy+ Hjy
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con Hy el Hamiltoniano con solucién conocida y H;,; una perturbacion cuya contri-
bucién se supone es pequena. Entonces se toma a los operadores como dependientes
del tiempo con su dinamica gobernada por el Hamiltoniano no perturbado, mientras

la dependencia temporal de los estados esta dado por la perturbacion,
O; = et ) geiHot (4.7)
[¥); = e )

utilizando H; = et [, e =10t se obtiene

(a0,

L A1), (48)

Ahora, |¢); va a evolucionar en el tiempo, por lo que se tiene que

[(t)); = Ulto, 1) [(0)), (4.9)

sustituyendo a (4.9) en (4.8) se puede demostrar que la solucion para U (to,t) esta

dada por la formula de Dyson

Ulto,t) = Texp(— /H, )dt')

_~2 t pt R )
_I—z/ H(t')dt' + 22) //T(H(t’);H(t”)I)dt’dt"—i—...
to Jto

A A

en donde T(A(t)B(t")) = A(t')B(t") para t' > " y T(A(t)B(t")) = B({t")A(t)
para t” > t' [23].

(4.10)

Cuando se trabaja con interacciones, se supondra que tanto el estado inicial
como el final de las particulas estd dado por particulas libres y que la interaccién
sucede en un periodo de tiempo pequeno. La amplitud de ir de un estado inicial |7)
a un estado final |f) esta dado por

Ii t_,t ) .
Jm (FUE- ) 19
Para el presente trabajo se utilizard la teoria de Yukawa, en donde H;,, =

A d*z1pép. La idea sera encontrar H; y con ello calcular los primeros términos de
la amplitud utilizando (4.10).

Antes de proceder, con el calculo, falta introducir una herramienta que seréa
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necesaria. El propagador de Feynman para particulas escalares se define como

d4]€ ,l'e—ik:-(a:—y)
(2m)4 k2 — m? + ie

Ar( — y) = (0] T((2)6(y))|0) = /

mientras el propagador de Feynman para espinores es

4

Sp(x —y) = (0] T(()d(y)) [0) = i / (gﬁf;e—ip-(m_y) y-ptm

p2 —m?2 +ie

(4.11)

El teorema de Wick dice que, para cualquier coleccién de campos, ¢(x1) =

o1, P(x2) = ¢, - - -, se tiene que

T(p1¢pa--+) =: (P12 -+ ) : + : contracciones :

en donde una contracciéon se define como sustituir cualesquiera dos campos con el

propagador de Feynman correspondiente,

——
Gi - ;= Ap(x; — ) := C(Pi9j)

— _

Vi = Sp(z; — x5) 1= C(Y5)

—_—— T~

Wiy =y hy = 1he e =0
y : (4102 - - ) : significa escribir los operadores en orden normal, es decir, todos los
operadores de creacion a la izquierda y los operadores de aniquilacion a la derecha
[23].

4.1.4. Procesos de aniquilacién

En el presente trabajo se pretende estudiar un proceso de aniquilacion entre dos
particulas de materia oscura a dos o més particulas del modelo estandar. Ejemplos

de este tipo de interaccion tienen un Lagrangiano de la forma
L= Efree + ['int

en donde Ly, es el Lagrangiano de las particulas libres y L;,; es el Lagrangiano

de las posibles interacciones, entonces suponiendo que hay una particula escalar
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Figura 4.1. Diagrama de Feynman de la interacciéon en donde una particula ¢ y una
antiparticula 1 de materia oscura fermiénica con momentos p; y ps respectivamente se
aniquilan y producen dos particulas escalares h con momentos g1 y gs.

mediadora ¢, el Lagrangiano de interaccién podria tomar la forma
Lint = MUY + \adh?

en donde h es el campo de una particula escalar perteneciente al modelo estandar y
1 es el campo de un fermién de materia oscura. Un posible proceso de aniquilacion
se muestra en la figura [£.1], en donde dos particulas de materia oscura se aniquilan
y se crean dos particulas escalares h. la amplitud de este proceso se podria obtener

utilizando las reglas de Feynman [23],

i[ﬁs(m)ur@ﬂ]
(p1 +p2)? — p2 +ie

M =i(27)*6(p1 + p2 — 1 — @2)(—iA1)(—iXs)

El Lagrangiano de interaccion también podria incluir la interaccién con otro
tipo de particulas fermionicas f, las cuales se supondria que son parte del modelo

estéandar. Entonces

L= o+ Xsfof

este Lagrangiano harfa posible procesos como el mostrado en la figura[d.2] en donde
dos fermiones de materia oscura se aniquilan y se crean dos fermiones del modelo

estandar. Otra vez, utilizando las reglas de Feynman,
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Y(p1) fla1)

Figura 4.2. Diagrama de Feynman de la interacciéon en donde una particula ¢ y una
antiparticula 1) de materia oscura fermioénica con momentos p; y ps respectivamente se
aniquilan y producen un par fermion antifermion de particulas del modelo estandar f, f
con momentos q1 y q2.

i[o* (p2)u” (p1)][v* (q2)a" (qu)]
(p1 4+ p2)? — 12 +ie

M =i(2m)* 5(p1 + p2 — @1 — @2)(—iA1) (—id3)

En el presente trabajo se analizara iinicamente el termino de interaccion Yo

conocida como la teoria de Yukawa.

4.2. Calculo de la amplitud

Como ya se menciond en la secciéon anterior, la amplitud se calculara de forma

aproximada encontrando el Hamiltoniano de interaccion H; para la teoria de Yukawa
en donde Hypy = [ d*x \pg) y sustituyéndolo en ([#.10]), con lo cual se calcularan los

primeros términos.

4.2.1. Encontrando H;

Conforme a (4.7)), el hamiltoniano de interaccién que necesitamos para calcular

la amplitud es

2 S iH()t 3 —iﬁot
H] =€ Hmte
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sustituyendo ﬁmt de la teoria de Yukawa
ﬁ'] —_ eif[ot/de[)\w(ﬁw]eiHQt
Y / 3 [xemot@e—motezﬁot¢6—1‘H0temotwe—uf10t]
=A / d390[@/_11¢1¢1]~

Para encontrar v, ¢; y t; primero veamos que sucede si movemos de lugar a
un operador de creaciéon o aniquilacion que esta siendo operado junto al operador

Hamiltoniano de la particula libre Hy elevado a un niimero entero positivo n:

"al, = (- HoHoHo)al, & (- HyHoal( By + Hy))
(- Hyal( Bz + Ho)(Ey + Hy)) = -+ = al(Ey + Ho)"

ﬁ"aﬁz (]:10]:]0[:.’0) ; ( H()H()ap( E —|—f{0))

: - (4.12)
= (+++ Hap(—Ey+ o) (—~Ey+ Ho)) = -+ = ap(~Ep+ )"
Utilizando este resultado, veamos a cuanto es igual eiflot/ ha;e_mot/ f
- iHot)? - —iHot)?
eZHOtate iHot — = (I +iHyt + % + - )a}([ + —iHot + % )
. i(Eg+ Ho)t)? - —iHot)?
€D T(I+z( Ez;+ Hy)t + (i(Ep 5 o)) +-~-)(I+—2Hot+%—l—---)
_ a;r?ez(—EﬁJrHO)te—iHot _ agez(E~+Ho)t+( iHot) _ a£ —iBgt
Utilizando el mismo procedimiento se obtiene
piHot 1 o—iflot _ at€zEpt
P
eiﬁotaﬁe—iﬁot = age —iEgt
ciHotpt —iHot _ bT +iEgt
iHot ? —iHot T +iEst (4.13)
e cge = e
eiﬁotbﬁefiﬁot — bﬁe iEﬁ't
eiﬁotcﬁefiflot _ Cﬁefz'Eﬁt.
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Con estos resultados se obtiene ¢y,
¢I — 61H0t¢6—zH0t

@ g [ 0 1 e

en donde p’ = E; y 2° = t. Utilizando el mismo procedimiento se obtiene a tr. ¥y
se obtiene obteniendo el adjunto de 1; y multiplicando el resultado por ~° por la

derecha.

Z / Sl G

_ d3p 1 st—s +ip-x S—5 —ip-T
e ;/ Gy g, 7 e e

4.2.2. Calculos preliminares

Para el calculo de la amplitud, se supone que los estados iniciales y finales
de las particulas son descritos por particulas libres, las particulas iniciales son un
fermién y un antifermion de materia oscura, las particulas finales son particulas del
modelo estandar. Me enfocaré iinicamente en el vértice de la interaccion, en donde

los estados inicial y final son
_ "t o't
= AEEb ;" |0)
|f) = v/2Ezal|0),
en donde los términos de energia son términos de normalizacion.

Para calcular la amplitud, van a haber muchos términos de la forma (0| ag, ag, a5, aE, aE, |0)
en donde ag es un operador de creacién con momento k;. Por esto, realizaré el calculo
7

para uno de estos términos y asi identificar en términos generales a que seran igual,
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(0| aE1a122ak3a;;‘/ ag/ |0> <0\ ag, akQa;%/ Sai, 10) + (27)263) (K, — k3) (0] a,zlal;za;%é |0)

IE

' (0] ag, aly ag,ag,al, [0) + (27)*8 (K, — Ks) (0] ag, az,al, 10)
(27)? 5G (kl/ — kg) (0| aglaESa% |0)

(4.3

(01 0l g, ag,a,af, 10) + (276 (i — Es) (0] ag,ag,al, [0)

27)20®) (k1" — ky) (0] algla,—ggag 10) 4 (27)26) () — k1) (0] ag,ag,

= (2m)°8) (B — F2)0® (K — K2) (0] ag, [0)

+ (2m)° 6O (K] — k)0 (K — k) (0] ag, [0)

+(2m) 6O (Fy — F)0® (B — Fs) (0] ag, |0) B 0

8 L

Este resultado dice algo importante, cualquier término de esta forma en donde
no exista la misma cantidad de operadores de creacién como de aniquilaciéon termi-
nard siendo igual a cero. Ahora, los términos que no sean iguales a cero seran iguales

a la suma de varios términos con 64 (k! — k; ;), siguiendo el procedimiento para el

P i
caso (0| aF, O, 5, Oy, aE/ aﬂ |0) se llega a la solucion

(()|aklakzakgczT a. aa |0) =

KRy
(27r) (0@ (K — k3)d®) (k) — k) 6@ (K — ky) + 5<3>(/€' — k3)d® (K — k)0 (K — k)
O (K] — )o@ (I — k)8 (K — k) + 6@ (B — Fa)6®) (I — k) 6@ (R — k)
O (K] — k)o@ (I — ko) 6™ (K — kg) + 6@ (K — k1)) (K — Es)0® (R — k)
De donde se induce la formula general,
(Ol az, - a, aj;, : -aj% 0= > @)D (E — k) 0P (K, — ko))
G e j()EP,
(4.14)
en donde P, son todas las permutaciones del conjunto (1,2, --- ,n). Para demostrar

esto procederé por induccién, ya mostré que se satisface con n = 3, ahora supongo
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que es valido para n = m con m cualquier ntmero entero positivo. Entonces,

m—+1 m—+1
Olag, - ag,, a, a0 =D @0 O1C [T ag)af, ---af, 10069, — k)
r=1 I=1,l#r

en donde, dentro de los brakets, hay m operadores de creacion y m operadores de

aniquilaciéon. Entonces,

T T _
<0| aE1 e aEm+1aE/1 e a’;:;n_‘—l ‘O) =
m+41
27)? 21 (6O (K — Kiy) -+ 6D (K, — Kjms))))6PD (K, — Ky
1 J m J m—+1
r=1 GO eee GO e GMADNE Py 5D £
= > (22D (P (B — k) -+ 0O (K g — Kjonin))

(GO, D) e P

en donde dentro (M ... @ ... 0Dy ¢ p 50 —£ p son todas las posibles
permutaciones del conjunto (1,2,--- ,4,--- ,m + 1),i # r. Como el suponer valido
para un m arbitrario significa que es valido para m + 1 y ya mostré que es valido

para m = 3, entonces es valido para cualquier n. q.e.d.

Ahora veamos que sucede en el caso de operadores de aniquilacion y creacion
de particulas fermionicas. Para el caso en que hay més operadores de creacion que
de aniquilacién, o viceversa, sucede lo mismo que en el caso de particulas escalares,
pero en el caso de tener la misma cantidad de operadores de creaciéon que de aniqui-
lacion, cada vez que se intercambia un operador de creaciéon con uno de aniquilacion,
aparece un signo menos a causa de sus relaciones de anticonmutacion, asi que cada
movimiento lo que hara es ir intercambiando de signos. Los §® () que aparecen en
la ecuacion para la primera permutacion (1,2, --- ,n) de izquierda a derecha,
pueden verse como intercambios sucesivos, asi que cada o (3)() va intercambiando de
signo, con el primero siendo signo +. Ahora, si cada termino que se estd sumando

se escriben como

puede apreciarse que cada 6©() al comienzo de cada termino también son movi-
mientos sucesivos, por lo que, en el caso de los fermiones, cada o (3)() en las sumas va

intercambiando signo, empezando con +. Entonces, el signo del primer término, si
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es una permutacion par de (1,2,3,-+- ,n) € P,, es (—1)""! para el caso de n par y
(—1)"2 para n impar, por lo que si el primer término es una permutacion par € P,,
siempre llevara signo menos, una permutaciéon después, es decir, una permutaciéon

impar, llevara signo mas, después signo menos y asi. Entonces se concluye que

(Ol b, -~ - b, b,i, DLy = > (=P (O (R =) - 0O (e —Ejo))
(4.15)
en donde p = 1 para permutaciones pares de (j(l), . ,j(")) y p = 2 para permuta-

ciones impares.

4.2.3. Primer término de la amplitud

Estoy interesado en encontrar

m (fIU(t-,ty) = T]i)

t+—+oo

pues el primer término es el correspondiente a no haber interaccion. Entonces el

primer término que calcularé es
I10) . o . - .
Moy B —ixig) [ atirliy = -ixis) [ dtwivorvn

dSk 1 s ik1-x s —=s(T. —tk1-x
— i f\/d4xz/ ! Vo 6 ()t + et o (Fy e

d3k2 —iko-x t ikox 2 d3k3 1 roorc7 —iks-x T r ikz-x] |-
[/ (2n)3 2E. ap,e " +ap e ]Z/ [b (ks)e™ ™" +cilv (ks)e™se] |i) .

En todos los términos de esta multiplicacion, el tinico término diferente de cero

es el término que tiene a o azﬂ y b% pues todos los demés tendrian un ntmero
1 2 3

diferente de operadores de creacion que de aniquilaciéon. Operando tinicamente estos

operadores,

(7l ek, o, i) = v/BESEGE (0] agag, [0) (Ol et ' 10) (018, 85" [0)
= V/8EE7 By (2m)*6(ky — k) (2m)*8(ks — p)d™ (27)°3(Fr — )8 (0]0)
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Figura 4.3. Diagrama de Feynman correspondiente a Ay).

Usando estos () para integrar las dependencias de los momentos El, Eg y Eg,

<q)e—iq-a¢ eikm ur’e—ip-x

Moy = M/SEEE- [ da]”
= —i/\/T)s/ (Qu" (P~ =@ PR giy — —ix©2m)46W (g + p — k)0 (Du” (P)

= i(27r)4(5(4)(q +p— /{Z).A(l),

utilizando Ay = =A% (¢)u” (p). Esta amplitud puede ser ilustrada utilizando el
diagrama de Feynman mostrado en la figura Corresponde a la aniquilacion
de una particula fermiénica con una antiparticula en una particula escalar sin la
intervencion de algin mediador. Esta amplitud seria la utilizada para calcular la

seccion eficaz sin la presencia de un potencial.

4.2.4. Segundo término de la amplitud

El término cuadratico de la interaccion es igual a cero, pues todos los términos
tendran diferente ntimero de operadores de aniquilaciéon a; que de creacion a,t. El

siguiente término diferente de cero es el término cubico,
M(Q) =

S 1 [ s nsd e T )on o ) ) ) o) ohn () )
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Centrandome tnicamente en el término que esta adentro de la integral, segun el

teorema de Wick,

(f T(l/_fl(fcl)%(371)wl(aﬁ)151(952)<Z51(372)%(372)1;1@3)(151(553)%(553)) i) =
(

(fl+ Wr(z1)r(z1)Yr(21)r(02) pr(w2)r (w2) Y (23) 1 (w3) i (23)) « +

——N— _ _

G1(21)1(w2) = Pr(a1) s (1) r(w2) s (w2)r(xs) oy (23)dr(23) : +

e e _ _ (416)
G1(w2) 1 (w3) = Pr(a1) s (1) r(z2) s (w2)hr(zs) 0y (23)dr(21) : +

f__/% _

Yr(x1 )1/} (z1) ¢1(I1)¢1($2)¢1( 2)r(x2)Yr(w3)pr(ws)r(ws) + + -+ +

or(x )¢ (z3) ¢I($1)¢1(172)¢1( 2)Ur(x1)  Gr(wa)r(ws)r(ws) + 4+ i)

En esta expresion, hay muchos términos que son iguales a cero. Primero, todos
los términos que contengan un niimero diferente de operadores de creaciéon que de

aniquilacion son cero. Ahora, tomemos como ejemplo el término

8EyEyEq (0| by SSbS4b*s5 T% 05T 10) o (22) fr(2)
=EsE; ar.cqaq s or(2)or(xe
——N—
= \REFEE; (0] agal. b el et b2 e bt bl (0) 61 (o) ()
SE-EzE0® (k 0 bTS° Coc b e bS4b5’T “o =0
L (k1 —7) (0] B bzt biby g 0) dr(w2)¢r(ws) =

este resultado muestra que, los términos que son diferentes de cero son aquellos que
no tienen operadores de creacion dentro del orden normal. Junto con el requerimiento
de que haya la misma cantidad de operadores de creacién que de aniquilacion, los
tnicos términos diferentes de cero son en los que se contraen dos campos escalares
y cuatro campos fermiénicos, como el mostrado en la ultima linea de . Hay
muchas diferentes contracciones, de hecho, hay 3 contracciones posibles entre los
campos escalares y 18 contracciones entre los campos fermionicos, un total de 54
términos diferentes de cero. El punto clave aqui es que solo 6 de esos términos
representan una interaccion que no se componga de diagramas separados y cerrados,

como los que se muestran en las figuras [4.4] y [4.5]
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X : :
__.>.__ __.>.___
Il 2 I3
X

Figura 4.4. Diagrama de Feynman para el término

o1(23) 1 (z1) Y1 (21)C (W1 (z2) Y1 (22))C (W1 (23)Yr (23))C (1 (22) 1 (23)).

L1
X
B .
I3 &
X
T2

Figura 4.5. Diagrama de Feynman para el término

o1(23) 1 (z3)Yr(z3)C (Y1 (z1)Yr(22))C (W1 (z2)Yr (1)) C (b1 (z1)dr(22)).

Figura 4.6. Diagrama de Feyman para el término

Ur(z2)dr(z3)vr(21)C(Pr(x1)dr(22))C(Ur(z1)vr(23))C (1 (23)r (22)).
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Realizando el procedimiento para uno de esos 6 términos,

(1)
M)
(=i .

-5 / dherdwad ey : Gy (22)61 (wa)n(@1) b ()0 (22) Vi (1) (wa) r (ws) s (2) : |i)

8E;EqL;:

A3k .
d4x1d4x2d T3 O|ak2/ 27T 12Eﬂ s 1—}8(]61)6—2]91%2

2

d3k2 - d3ks NSNS

—i\ \/SEﬂE»E~ - S
— ( :3 ) = quEk d* e d rod s / Bl 6@ (ky — Q)0 (ky )e e
PR

( ) 4 4 4 1q-T2 —ip-x1] [ ik-T3 d4k1 ie_ikl(x2_x1)
d vy d wyd s [0% ()e ™0 [ e [ (2m)* k2 — m? + ie

/ d4k2 otk (z3—21) v k2 +M d4k3 -e—ikg’(rs—:vz) Y k3 + M

/ Bleyd® (g — Prur (y)e~*2 / 16D (Fy — K)eihsws 7T
€I (—tA)

(27r)426 k3 — M? + i€ (27r)4l k3 — M2 + ie3
B (—i/\)S / d4$1d4l‘2d41‘3d4k31d4k‘2d4k‘3 efimg-(q+k17k3)efz':rl-(pfklsz)efixg-(k2+k37k)
6 (2m)12 (k3 — m? + i€) (k3 — M? + ieg) (k3 — M? + ie3)

7 (D - ks + M)y - ks + M]u" (5)
(=iN)? 47, 7. g4 5(4)(51"’ ki — 1{73)5 (p ki — k2)5(4)(k2 + ks — k)
- d ]{Ild ]{Jgd k?g - .
6 (k3 —m? + i€) (k3 — M2 + ieg) (k2 — M2 + ie3)
5 (DY - ke + M)y - ks + Mu” ()

(—iN)? 4 4 (Dl (p— k1) + My - (q+ k1) + M]u" (p)
T 6 5()(p+q_k>/dkl[(p—kl)Qq—VJ\ﬁp—f—ie][k%—m27+ig2][(q+k:1)2—]\ﬁ—f—i@,]'

El diagrama de este término se mira en la figura [4.6] Los otros cinco términos

son permutaciones del mismo diagrama, por lo que
M(Q) = 2(27T)45(4) (p +q— ]{)]A(z)

con

A :/d4k1 3 (@ (p— k1) + My - (g + k) + Mu” (p)
@ 2m)1" [(p— k1)2 — M2+ i€|[k? — m? + iea][(q + k1)2 — M? + ies]

Este sera el ultimo término de la amplitud que calcularé. Ahora procederé a ci-

tar las reglas de Feynman, reglas con las que, sabiendo el diagrama de la interaccion,

32



=+

Figura 4.7. Diagramas de Feynman correspondientes al término de orden 2 de la expansiéon
(4.10) para una interaccion de dos Fermiones a dos Fermiones [23].

se puede escribir el término de la amplitud A [23].

Para cada fermion entrante con momento p y espin r se asocia un espinor u’ (p),
para cada fermion saliente un espinor @ (p). Para antifermiones entrantes o salientes
se les asocia espinores 9" (p) y v"(p) respectivamente. A cada vértice se le asocia un

término ¢\, cada linea interna se le agrega un término

?

p? —m? +ie
para escalares y

i(y'pu + M)

p? — M? + ie

para fermiones. Imponer conservacion del momento e integrar sobre momentos in-
determinados [23]. Estas son las reglas de Feynman, por medio de las cuales se
puede obtener el término de la amplitud para una interacciéon en donde se conoce
el diagrama de Feynman. Por ejemplo, la amplitud correspondiente a los diagramas
mostrados en la figura [4.7, diagramas de los términos de orden dos de la expansion

(4.10) para el caso de dos particulas fermionicas a dos particulas fermionicas, es

A iy ([us’w)us@nw’@)w@] ) [us’@)ur@mw’(qﬂus@]> i

(p—p)? —m? + ie (p—q')? —m?+ie
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5. Analisis del Efecto Sommerfeld y limite no

relativista

En el capitulo anterior se realizé el procedimiento para obtener los primeros
dos términos de la amplitud M; y Mo, el primer término corresponde a la amplitud
de la aniquilacion de dos particulas de materia oscura fermidnica sin la presencia de
particulas mediadoras, el segundo término es el primer término de la amplitud en
el caso de haberlas. En este capitulo se analizara como se ve modificada la seccion
eficaz con la intervenciéon de este segundo término, encontrando al factor del efecto

Sommerfeld, ademas se encontraré la forma del potencial en el limite no relativista.

5.1. Analisis del efecto Sommerfeld

5.1.1. Calculo del cuadrado de las amplitudes

La probabilidad de que la interacciéon suceda es proporcional al cuadrado de la
amplitud,

Pipy oc (Mim (f|U (- t4)]i))* = M® oc A”

y a su vez, la seccion eficaz media es proporcional a esta probabilidad,
7o A%
Ya que A?l) representa la amplitud sin un potencial,

AQ

S=—
Al

en donde
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5.1.2. Calculo de fl%l) y .,Zlé)

En el capitulo anterior se vi6 que Ay = —\o* (Q)u" (p), por lo que A?l)
[0 (Q)u” (P)][-A0* (Q)u” (p)]*, pero el término que me interesa calcular es el pro-
medio de todas las posibles configuraciones en que suceda la interaccion, es decir,

I
Av =7 > (@ @) (@)w (7))

r,s=1

De igual forma,

2

o A [ dk [ d'ky (v - (p— k1) + M][y - (q + ki) + M]u"(p)

Al T4 / (2m)4 / (27) SZ [(p — k1)2 — M2 + i€][k2 — m? + ies)[(q + k1)% — M2 + ies]
(- (p — ko) + My - (¢ + ko) + Mu"(p) .

[(p— k2)2 — M2 +ic][k2 — m? + ies][(q + k2)? — M? + iey)”

(

Para simplificar estas expresiones, utilizaré las siguientes identidades:

~

r(I) =

Tr(vy,a" )

r(yuaty, ”) =4a-b (5.1)
(
(

N S

(Y @ Y0 Yg) = 0
Tr (Y, @M Y, 02y oy, d*) = 4[(a - b)(c - d) — (a-c)(b-d) + (a-d)(b-c)],

en donde Tr(A) es la traza de la matriz A e I es la matriz identidad de 4 x 4 [IT].

Al igual que esas identidades, se puede demostrar

T (Y @M s U2 Y s s € 6 F1°) = (@ - D)[(e - f)(e - d) = (d - f)(c-e) + (c- f)(d-e)]
—(a-9b-f)(d-e) = (d-f)b-e)+ (e- [)b-d)] + (a-d(b- f)lc-e) = (- f)(

+ )
—(a-e)[(b- f)(c-d) = (b-d)(c- f)+(b-c)(d-e)]+ (a- [)[b-e)(c-d) = (b-d)(c-e)+ (b-c)(d-e)
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Tomando en cuenta estas identidades,

1 )\2 - =S T ~8 T * )\2 - 758 r 753 r
Ay =7 > [ @ @) (@u (p)]" = T > @u D) (@ur ()]
r,s=1 r,s=1
PR PR
=7 > [ @u D)@ (5o (@)] = T > (@ (D) (5)* (@)
r,s=1 r,s=1
)\2 - s ] r BT >\2 o v(i.B m
= 2 @@ BT (0)y = (1 0 — M) (1 ps + M),
r,s=1
)\2
= ST a0 = M)(77ps + M)
/\2
= T [Tr(4a7"pp) + MTr(v°60) = MT7(3"ps) = M*Tr(I)]
N(p-q—M?).
Ahora, en el eje de coordenadas del centro de masa, en donde p° = ¢° y p' = —¢,

se obtiene que para velocidades pequenas, en donde p® ~ M (1 + v?/2),p* ~ muv,

Para simplificar flé), empezaré simplificando lo que estd adentro de la integral,

simplificando primero el numerador N,
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N =) @@N" (= k)w + MIN*=(q + k1), + Mu'(p))

s,r=1

@ (@D (0 = k2 + M2 (g + k2)y + Mu” (7))

= (@@ (0~ k) + M2 + k1), + Mu'(5)

s,r=1

(W@ (g + k2)y + MYV (0 = ka)y + M]Y°2%0%(9))

DS @l (0 ks + M0+ )y + M ()

s,r=1

(‘r(ﬁ)[ Mg+ R2)us + M (P — F2)us + Mv*(q))

5.2
—Z (@D V" (2 = k) + MG [0 (q + Fa ), + M0 (p)" o

s,r=1

’r(ﬁ)m[ (g + k2)us + MLV (0 — Ka2)us + Me0* (@)™

Z (@70 (@) v (P = K + MIL V2 (g + K1)y + M)

s,r=1

u" (P) 0" (D) [V (@ + ko) s + M2V (P — K2)py + M5
= [V"a = MIS IV (p = K1)y + M5, [V (0 + 1)y + M
P + MIZ " (0 + ko) + MG (0 = K2y + M
= Tr([v*qa — M][Y*"" (p — k1), + M][V*2(q + k1), + M]
Vps + My (q + ka)py + MY (p = ka) s + M)

Con esta expresion en mente, para proceder, se puede realizar cada una de las

integrales por separado, notando que al realizar la integral sobre k;, ks se toma como

constante y viceversa. También hay que notar que, en el numerador, la dependencia

sobre k; estd dada por

N = a"yFi ki kg, + Bk + ¢ © k2 + Uik, +

en donde a’, b’ y ¢’ son variables que dependen de ko, p, ¢ y M. Con esto, la integral

sobre k; es

B )\6 / d*ky 'k} + bk, +
4 ) @m)[(p— k)2 — M2 +id][k2 — m? + ieo][(q + k1) — M2 + ieg]
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Utilizando la identidad
1 Lot d(l—z—y—2)
— =2 dxdyd
ABC /0/0/0 myzAﬂc%—BijC’z

se llega a la expresion

e N d%{/w% [@'kT + by ik, + CJ0(1 — 2 —y — 2)
@72 Jent ), T T (p—ki)?— M2+ iz + [k2 — m2 +ies]y + [(q + k1)? — M2 + ieg)z

Ahora se puede realizar el cambio de variables A = m?y + (xp — 2q)* y I* =

k' 4+ xpt — zq*, obteniendo

o N[ dEy [N [dRE Uk, + )61 - —y — 2)
2 | @t ), A+ ic

y realizando una rotacion de Wick 1° — 1% 17 = (I°1°) = 1% jigeo = & = (I%),i =
1,2,3,4. Con esta rotacion, ahora el vector [g se comporta como un vector en un
espacio Euclideo de 4 dimensiones, 13 = —(I? + I3 + 3 + [3). Las ventajas de este
procedimiento se hacen evidente rapidamente, primero, se puede reemplazar el ele-
mento de volumen d*k por id*l; en donde d*ly se comporta como un elemento de

volumen en un espacio Euclideo. Con este cambio de variable se obtiene

(2m)!

i)\6/ d*lg /1d3x[al2E+by“ilEm+c]5(1—x—y—z)
0

2, =N
2) 2 12— A +ie

con a, by ¢ proporcionales a x, ¥y, z,p, q, ko y M. Esta integral sobre (g es posible

realizarla cambiando a coordenadas esféricas,

[y = r cos ) sin 65 sin O
ly = 7 sin 0y sin 6, sin 05
l3 = rcos by sin 05
ly = rcosfs
=0+ B+05+10
y notando que .
x

lim —————dr =0

a—oo |, x2+ A —ie

39



por lo que los términos lineales en r se hacen cero, se obtiene

1 —Z)\6 (1,12, 3,14) drdfdbydbs /1 e [—ar? +c]6(1 —x —y — 2)
(2) 8 7“ 6)17 02, 93 (27T)4 0 * r2+ A — e

en donde O(ly,la, 3,14)/0(r, 01, 0,,05) = r?sinfs*sin b, es el Jacobiano de la trans-

formacion. Las integrales con dependencia angular devuelven

s ™ 2
/ d63 / d(92 / d(91 sin 632 sin 92 = 271'2
0 0 0

por lo que
—2 —i\S /1 5 / ) [—ar* +
= xé(l —x—y— d(r
A@ 8(2m)% J, (1 —a ST T2+A—ze
—iX0 ! p+A—ie 3 c
= 2 Bas(l—a—y—2) | lm —alog (P2 ) 2o ©
8(27r)2/0 (1 -z © LL‘& aog( A e ) 277 oA —ie)

Ahora se puede encontrar el valor de a y ¢. Primero se escribe la expresion (/5.2))
en términos de potencias de kY, ki, k%, k3, después se hace la sustitucion I* = k' +
xp" — zq". Posteriormente se hace la rotacion de Wick I3, = —il°. Una vez con esta
expresion, se hacen cero todos los términos lineales en [}, 1%, 1% v I3, v se factoriza
L%. El término que acompana a L% es —a y el término que queda es b. Al trabajar
en el centro de masa, en donde p° = ¢°, p' = —p’ y suponiendo que se mueven
originalmente en el eje z, es decir p' = p? = 0, se obtienen los valores de a y de ¢

dependientes de x, vy, 2, p°, p*, kS, k3, k3, k3 v M.

Ahora, a = a; y ¢ = as, de forma equivalente al procedimiento anteriormente
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descrito, se puede escribir como

/d4]€ 6/k2+f/k2+g;
“([(p = k2)® — M2 +i][k2 — m? + ies][(q + ko) — M2 + ies))*

/d4k: / B 0(1 — xy — @3 — w3)[eh3 + fiks + gi]
2 xl p ko)? — M? + ie]* + o[k — m? +i€q]" + x3[(q + k2)? — M? + ies)”

_ _ i 72 ‘ ‘
= 2i/d4lE/ d3x T xz xg)[ell{E + filg + gi]
0 lE - AQ — 1€

1 9 9 A
= —Qi/ dP26(1 — 11 — 29 — 23)27> / T—d(ﬁ)ﬂ
0

2 72 4 Ay + i€
X .
‘ + Ay +ie 3 9i
— 9% | dBas(l — 1z — x9 — 23)[Mim —elog (L2 2o I
T Z/o 20(1 — 21 — 29 xS)[pgf}O € og( Ay + ic 2¢ 2(A2+ie)]

Utilizando esta expresion para los a;, la amplitud resultante es

: U 1 |
A?z) = o / d26(1 — 11 — 19 — :icg)/ dPPyd(1 —yy — yo — y3)27%i B,
8(2m)% J, 0

, P1+A1—i€ 3 , p2+A2+i€ 3 g1
B=lim (log2 T2~ %) (g (log2T 22102 T —
pllflo(og A; — e +2) (pzlféo(og Arie T 2)Tam, i)t

1 ) p3+ Do +ie 3 92
- (1 logto ==t 4 2 _J=
2(A; — ie) (pslimoo ( 8 T A i 2) 2t 3A, +ie)

en donde Ay = m%xy + (11p — 23¢)% v Ao = m?yy + (y1p — y3¢)?, y los términos
e1, g1, €2 v go dependen de x1, s, T3, Y1,Y2,Y3,0,q ¥ M. Un comentario antes de
continuar, hay que notar que el término en el logaritmo diverge para p; — 0o, esta
divergencia es un ejemplo de las divergencias ultravioletas, cuya interpretacion se
da con temas de renormalizacion. Para el presente trabajo no tomaré en cuenta
dichas divergencias. Encontrando a ej,es,91 v g2 (ver y enfocandome
tinicamente en la dependencia de v, después de hacer el limite para velocidades

pequenias p° ~ M (1 + v%/2), p® ~ muv, se obtiene,

61’\1’04

91NU8
€2NU8

ga ~ v'?
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y sabiendo que A ~ v*, se tiene que

_ 1 1

Por otro lado, se obtuvo que ﬁ%l) ~ v#, por lo que

A2 1 1
% ~ log (—4+1) log (—4—1-1).
) v v
Mostrando que flé) crece mas rapido que fl?l) cuando v tiende a cero, por lo que
no se pueden utilizar solamente los primeros términos en la expansion perturbativa.
Para v grande, este término no tiene dependencia en la velocidad. Para conocer la
dependencia de S sobre la velocidad, habria que realizar un procedimiento similar
para todas las ramas de la interaccion y no solo para la rama que se estudi6 en el
presente apartado. Por eso, debido a la incapacidad para utilizar mecanica cuanti-

ca relativista para estudiar este efecto, se procede a realizar el analisis utilizando

mecanica cuantica no relativista.

5.2. Limite no relativista

5.2.1. Teoria de perturbaciones no relativista

En mecénica cuantica no relativista el estado de una particula es representado
por un elemento del espacio de Hilbert |¢(t)), la dependencia temporal del estado
esta dado por la ecuaciéon de Schrédinger

dlo(t) _ »
11— = H |o(t
2 )
donde H es el operador Hamiltoniano. Si H es independiente del tiempo, la soluciéon

puede escribirse como

A

|6(t)) = U(to, t) [¢(t0))

en donde U (to,t) es el propagador, un operador unitario que cumple U (to, to) = 1,

Ulto, t2)U(ty, 1) = Ulto, t).

U (to,t) se puede escribir en términos de los autovalores normalizados de H ,
H|E)=E|E)
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de la forma

t(], Z |E E| —iE(t—to)

en donde se esté suponiendo que no hay degeneracion en los autovalores y los estados

estan normalizados, es decir,

(2] En) = on(2), (Em|En) = /V (Emlz) (2] En) d°z = /Vcbm(w)*cbn(l“)dgfc = O
de tal forma que [20]

|6(t)) = Ulto, t) |$(to)) = Z |E) (E|p(ty)) e Ett0) = Z@(to) |E,) e~ #Ent=to)

E n

El problema que intenta resolver teoria de perturbaciones es el caso
H(t) = Hy+ V(t)

con V(t) una pequena perturbacion al Hamiltoniano H, dependiente del tiempo. La

idea para resolverlo es escribir

6(8)) =D an(t) | E,) e~ Erlt=t0)

en donde ahora a(t) es un coeficiente que depende del tiempo. Sustituyendo esa

expresion en la ecuacion de Schrédinger,

. d — 3B (t— >~ ", —iE; (t—
o Zai(t) |E;) e~ — (Hy +- V(1)) Zai(t) |E;) e~ tEit=t0)

7 %

da; -
( Z CL |E +E Zal —zE (t—to) _ ZEaz |E +V( )Zai(t) |Ei>)e—zE1(t—t0)

%

. da/l() —1 0 ¢ —ik;(t—to
iy | Ei)e B10) = V() Y ai(t) | By) e Filto)

% %

43



multiplicando por (E¢| en ambos lados y usando (E,,|E,) = dpmn,

da;it) (Ey|Es) o—iEilt—to) _ Z ai(t) (Ef| f/(t) | ;) e~ iBilt—t0)

7 %

I = 5 ) (8] V) e 5:3)

dt
/dtzaz (B |V (1)| By e B Bnli—to)

en donde

(EfV ()| E:) = / By (2)V (1)),

Como primera aproximacion se puede tomar el caso en el que no hay perturbacion,
es decir, ao(t) = cte,a; = 0 coni # 0. El valor de la constante se encontraria por
normalizacion, asi que bien puede tomarse ag(t) = 1. ay se obtiene al sustituir ag(t)

en (5.3), es decir,
ap(t) = —i / d* oV (t) e B ENO

en donde se tomo a ty = 0. Esa expresion seria una aproximacion para V (t) muy

pequeno. Una mejor aproximacion es utilizar a}c( f) en (5.3),

aj(t) = / d'z Y " a) (t)7V () pye PO

n#i

y de esa forma, se podria seguir obteniendo mejores aproximaciones para a(t), sus-
tituyendo la aproximacion anterior en ((5.3)) [20]. Con esta aproximaciéon para las a;,

se tiene
(D) U(t, 1) |6(t0)) = (3(t)] (|9(to)) e =0 1al(t) [p(t)) e PrU=)) = aj(¢)e="Pri=t)

con lo que se observa que a}(t) juega el papel de M para mecanica cuantica no

relativista, en donde V() es el potencial. Si el potencial es independiente del tiempo,
al(z) = —idmd(Ey — E) / PV (@),
y sustituyendo ¢; = e P ¢, = e~#I'¥ se llega a la expresion

a}(az) = —idné(E; — E )/d3xV( 7)e PP
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en donde el papel de A en esta expresion lo juega el término
A= ./d%V()WZW”

el cual se quiere comparar con la amplitud (4.17)). Si solo se toma en cuenta uno de

los diagramas,

A O @ @ @)
(p—p)? —m?+ie
5s’s5r’r
(p = p')? —m? + i€’

N
III

= _2(2M)

, . .. .o / .
cuyo término, para el limite no relativista en donde p° ~ p* ~ M, es igual a

5s’s5r’r
(P —p)*+m*

A= )\(2M)?

Igualando, se obtiene

o B
BV (2)e Pi—rp)T —
J v G- PRt

con B = \2§¥*6""". La divisién por (2M)? esta ahi pues al calcular la amplitud utili-

zando teoria cuantica de campos, se utilizd6 una normalizacion igual a 20/ mientras
que en la deduccion proveniente de mecénica cuantica no relativista no se utilizo
esta normalizacion. Realizando la transformada de Fourier inversa en ambos lados

de la ecuacion, se llega a

Hl

1 (4 -B
V@*:@msfd P
B

47T|I|

(5.4)

™Il

El potencial tiene el nombre de potencial de Yukawa. Este resultado dice que
la interaccion entre dos particulas fermionicas por medio de un mediador escalar
puede ser descrita en el limite no relativista como la interacciéon entre dos particulas
por medio de un potencial de Yukawa. En el siguiente capitulo estudiaré la solucion
a la ecuacion de Schrodinger para la interaccion entre dos particulas a través de este

potencial.
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6. Analisis no relativista

6.1. Solucion de la ecuacién de Schrodinger

La ecuacion de Schrodinger para dos particulas localizadas en los puntos r, y ro
con masas my y me respectivamente, sometidas a un potencial de interaccion, puede
simplificarse [§] al escribirse en términos de nuevas variables, el centro de masa y la
distancia relativa entre las dos particulas » = ro — 1. Con estas nuevas coordenadas

y definiendo p = mymgy/(my + my), se obtiene la ecuacion

0 1, .
zalp(x,t) = (—@V + V(r)¥(Z,t), (6.1)

siendo la ecuaciéon de Schrodinger en una dimensién para una sola particula con
masa p y coordenadas r = /a2 +y2+ 22, r=ry—ryy

0? 0?02
2 P — — —
V= Ox? + oy? + 022

Es una ecuacion diferencial parcial de segundo orden en las coordenadas. La solucion

se puede obtener por separaciéon de variables. Tomando

U(Z,t) = (@)n(t), (6.2)



reemplazando (6.2)) en (6.1)) se obtiene

() Srnlt) = (~ 5V + V(@)

s)t L oon(t) 11, Nl
Y - () + V(@)
1 on(t) 1 1

En donde E es la energia del sistema. Se obtiene la ecuaciéon de Schrédinger in-
dependiente del tiempo y la solucion para la dependencia temporal de ¥(Z,t). La

soluciéon general es

V(T t) = cathy(T)e .

n
Para obtener la solucion para la parte espacial, ya que el potencial solo depende de

r, es mas facil trabajarlo en coordenadas esféricas. V2 en coordenadas esféricas es

10,,0 10 ) 1o

ey, 10
St )+ r2sin? 0 0¢?

2—_— R e —
v _TQaT’(T or +r251n980( 00

por lo que la ecuacién de Schrodinger en coordenadas esféricas tiene la forma

19, ,00 1 o 1 9%

0, .
_Z(TQ 8T<T or + r2 sinQ%(Sm %) + r2 sinQQT&) Vi =Ey (63)

en donde se obvi6 la dependencia espacial de 1. Otra vez, por separacion de variables,

U(r,0,0) =Y (0,0)R(r) (6.4)
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reemplazando (6.4) en (6.3)) y dividiendo dentro de Y (0, ¢)R(r), se obtiene

1.1 9, ,0R 1 0 oY 1 0?Y

“ 5. 2Re o) Y ey 060 og) gy agr) TV = F
]1%5 (r? %—R) +2u(E — V(1)) = sm19Y ge(a 968—?) - ﬁg%
%(5( %R)+2m (E—V(r) =I(+1)

Slne%(&n@a—y) + g; = —I(l+1)sin* Y

(6.5)

en donde, de nuevo, se obvié la dependencia espacial de Ry Y. Con esto se obtiene
las ecuaciones para la parte angular y la parte radial de la ecuacion de Schrédinger.
La constante /(I + 1) tiene esta forma pues asi la ecuacion para la parte angular se

reducird a una ecuacion conocida.

Para la ecuacion de la parte angular, de nuevo utilizando separaciéon de varia-
bles,

Y(0,9) = 0(0)(¢), (6.6)
insertando en la ecuacion de la parte angular y dividiendo dentro de ©(6)®(¢),

sin 6 (9( 08_@) 182_¢>
o 9950 T 595

0 00
i 6.7
Sln980(81n989)+l<l+1)8m 00 = m*0e (6.7)

182 2 imao
EW =—-m" = (I)(¢) = Ae

= —I(l+1)sin*0

con lo que se obtuvo la ecuacién para la dependencia de 6 de la ecuacion de Schro-
dinger y la solucién para la dependencia de ¢, con A una constante que se determina

con la condicién de normalizaciéon. La solucion de ¢ tiene una restriccion,
®(¢p + n2m) = ®(¢p),n=0,1,2,---

lo que devuelve la condicion m = £+1, 42, - - -.

La ecuacién de 6 tiene la forma de la ecuacion asociada de Legendre, cuya tnica

solucion con significado fisico son las funciones asociadas de Legendre [10]

dm™

P™(cosf) = (1 — cos? Q)WWM

P(cos0) (6.8)
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en donde P;(cos ) son los polinomios de Legendre,

l

1
Fi(cos8) = 211 d(cos 0)!

(cos?0 —1)".

[ es un entero positivo, cumpliendo la condicion |m| < [, es decir, los posibles valores
para m son m = —[,—l +1,---,—1,0,1,--- [ — 1,[. La soluciéon general para la

parte angular es

Y(0,0)=> > Crpre™

1=0 |m|<I

La funcion ¢ (%) tiene que estar normalizada, es decir,

= /errR(r)*R(r) =1 (6.9)

N / in 0d0dOY (6, 6)7Y (0, 6) = 1,

los términos Y;™ (6, ¢) normalizados se les llama armdnicos esféricos

Y™ (0, 6) — e\/ (21 = (i)f |;1"7)T|)!e"m¢]3,m(cos 0) (6.10)

en donde € = (—1)™ param > 0y € = 1 para m < 0. Ver [Anexo B| para un anélisis

mas detallado de las soluciones para la parte angular de la solucién.

6.1.1. Parte radial de la ecuacién de Schodinger

La parte radial de la ecuacion de Schrodinger obtenida en ([6.5]) es

(7“22—]5) +2ur*(E=V(r)) =1(l+1). (6.11)

1d
Rdr
cuya solucion dependera de la forma de V (r). Independientemente de la forma de
este término, para calcular el factor del efecto Sommerfeld, se necesitara calcular el
caso V(r) = 0, asi que, tomando ese valor para el potencial, la parte radial de la
ecuacion es [10]
,d*R dR

@it ari 2.2 _
o + 2r = + (K*r* = 1(l+1))R =0, (6.12)
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con k = /2uFE. La solucién a esta ecuacion es
R(r) = Aji(kr) + Bny(kr)

en donde j;(kr) y n;(kr) son la funcion esférica de Bessel y la funcién esférica de

Neumann de orden [ respectivamente, cuyas expresiones son [3]

- i (CD(s+ D)) pays
hlw) =2 ;Os!(23+21+1)! (5) (6.13)

A1z & (—=1)* <x>25

m(x) = (=1 N Z 9

— sl(s —1—1/2)! (6.14)

pero ny(x) diverge cuando = — 0, por lo que
Rl(’f’) = A]l(QT)

Como se mostro en el capitulo anterior, en el limite no relativista, la interacciéon
entre dos fermiones por medio de una particula escalar es descrita por el potencial

de Yukawa,
A
V — —m¢7”
(r)="e
en donde m, es la masa de la particula escalar. Haciendo el cambio de variable,

u(r) = R(r)r se llega a la ecuacion

d? A
ov L (—em‘”) u = —k*u,

dr? r

la cual se solucionara numéricamente. En el se estudia las soluciones para
el caso donde no hay potencial, en la siguiente seccion, utilizando estas soluciones,
se muestra que tambien son soluciones limite para la ecuaciéon con el potencial de
Yukawa cuando rk — 0 lo cual llevara a la conclusion de que el término Yy de la

solucion angular es el que aporta mas a la solucion.

6.1.1.1. Parte radial de la ecuacion de Schrodinger con V(r) = 2e~™¢"

A este potencial se le llama potencial de Yukawa, la parte radial de la ecua-
cion de Schrodinger con este potencial no tiene solucion analitica [13], asi que como
se mencion6 anteriormente, se solucionara numéricamente. Esta parte del traba-

jo se centra en estudiar el efecto Sommerfeld y para esto, encontrar el factor del
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efecto Sommerfeld para la interaccion entre dos particulas bajo la influencia de un
potencial. Esto significa, determinar la probabilidad de que las dos particulas in-
teraccionen, lo cual se puede tomar como la probabilidad de que las dos particulas
se encuentren en el mismo punto, el cual tomaré como el origen. Por esto, estoy
interesado tnicamente en la magnitud de la funcion de onda t(r) con r — 0, asi
que puedo centrarme en estudiar la solucién para la ecuacion de Schrodinger en esta
region.
La ecuacion tiene la forma

%(TQ%) +2ur*(E - V(r))R=1(l +1)R. (6.15)

El procedimiento estdndar para analizar esta ecuacién es realizar la sustitucion

u(r) = rR(r) con el motivo de simplificar la expresion, con lo que se obtiene

u

- ('r’ - <;)) 2ur(B = V()= = 11+ 1)~

4 (rd—“ . u) +our?(E — V(r))% =10+ 1);

" (6.16)
du  d*u  du ) u u
T —%+2,ur (E—V(r));:l(l%—l);
Pu A+

Cuando » — 0, el término del potencial es despreciable y la tinica soluciéon
normalizable, por lo visto en [§] es u o j;(kr). Para velocidades pequenas, es decir,
k — 0, entonces j;(kr) oc (kr)!, en donde el término con mayor contribucién estara
dado por [ = 0.

Ya que me interesa el punto r — 0, utilizaré tnicamente los términos con [ = 0
y consecuentemente, por lo visto en [§ m = 0. Utilizando [ = 0, la ecuacion radial

resultante es
d*u

ar?

Para resolver la ecuacion de forma numérica necesitaré dos condiciones de fron-

A
= —2u(E — ;e_m“)u. (6.17)

tera.

La primera condicién de frontera, para r = 0 ejemplifica la utilidad de haber
hecho el cambio de variable u(r) = rR(r), pues al requerir que R(r) sea finita en
r = 0, automaticamente impone la condicion de que u(r) = 0 en este punto.

La segunda condicion de frontera se obtiene requiriendo que la funciéon de onda

de la particula inicialmente sea esférica. Esta condicién requiere un poco mas de
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trabajo, primero, la soluciéon general para la funcién de onda ¥(r, 0, ¢) es

U(r,0,6) =Y > @Y™ (0,6)Ri(r).

=0 m=-—I

Inicialmente, las particulas no estdn bajo el efecto de un potencial, por lo que
la solucion para la parte radial es Ry(r) = j;(kr) con k = v/2uR. Por otro lado, dicho
problema es el de la particula libre, el cual, si se hubiera resuelto en coordenadas
cartesianas, hubiera devuelto la solucién ¢ o< ¢?™ con p? = p(v,, vy, v,). Si trabajo
con una particula que inicialmente se mueve en direcciéon z, entonces 1 oc ePllTcos?
La funcion de onda, inicialmente no depende del alguno ¢ por lo que solo el término

ajo es diferente de cero,

Y= Y, (0,9)ii(r).
=0

Notando que Y,°(6, ¢) o< P;(0),
= APO)ji(r).
1=0

Para encontrar el valor de las constantes A; se impone la condicién de que ¥ o
Pl eosf Para esto, se puede escribir a j;(x) en términos de Pj(z), utilizando (8.17),

Ji(z) = ﬁ (g)l /11 dte’® (1 — 12)!
- ﬁ (g)l (1) /11 die (2 1)
_ ﬁ (g>z (—1)! {%em(tz Sy, — /_11 dt%?”%(t? 1y
= ﬁ (g)l (_1)1(5_;) /_11 dteta%(tQ _ 1)l

Lot 1 (b d
(= at © 42
20)! (3) (22)! /_ (e =)

IS T
oLy [ aeen.
1

con dicha expresion, ya estamos listos para determinar el valor de la constante A;.
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Utilizando la relacion E = (1/2u)|p]? y utilizando r = |7], se tiene que

Y= Z AZH(COS G)ﬁ(k;r) — gikrcosd

=0 (6.18)

-1

b Al ‘ / .
= ZA;P;(COS 0)( 22) / d(cos 0% py(cos §') = ekreos?
1=0

ikr cos 6

por otro lado, si se quiere escribir a e en términos de polinomios de

Legendre utilizando su propiedad de completitud,

gikreost — Z b, P,(cos 0)
v=0

1 (6.19)

1) — 20+ 1 . ,
D 5 om0 [ wentow e on)
v=0 -

2 1

Comparando (6.18)) y (6.19) se obtiene que
A= 21+ 1)(3),

obteniendo finalmente que la funcién de onda de las particulas mucho antes de

interaccionar, es decir, en el limite cuando r — oo es igual a

o0

Yoo = »_i'(21 + 1)Py(cos 0)jy(kr). (6.20)
=0

Esta expresion me proporciona de la segunda condicion de frontera de tal forma
que R — 7; cuando r — oo.

Como el infinito es un valor el cual experimentalmente es imposible obtener,
se utilizara la condicion de frontera R — j;(krs) cuando r — 7o , 7o, un valor muy
grande. Que tan grande tiene que ser r., dependera de los valores utilizados en la

funcion, pero lo que se busca es que V(r) — 0 en este limite.

6.2. Resultados no relativistas

6.2.1. Solucién numeérica de la ecuacion radial

Se resolvio la ecuacion (6.17) sujeta a las condiciones de frontera u(0) = 0 y

U(ro0) = 1jo(kreo) = sin(krs)/k [10]. Sabiendo que, una particula de materia oscura
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se puede esperar que interaccione de forma débil, se utilizo mg = 90Gev. Para una
constante de interaccion A = £1/30, se tiene que V(1) ~ 43 x 107*, por lo que se

utilizé ro, = 1 para la mayoria de los resultados.

El método utilizado para resolver la ecuacion es el de diferencias finitas [6].
Teniendo una ecuaciéon diferencial de la forma

d? d
d_xg - p(x)d—i +q(z)y +r(z) = f(x,y,dy/dx),

sujeta a las condiciones de frontera y = o cuando x = a y y = 8 para x = b. El
método consiste en dividir el intervalo que se va a integrar en N + 1 intervalos, con
h=(b—a)/(N+1), x; =a+ ih, la ecuacion diferencial se aproxima a

d*y dy

T2 (@) = pla) o (20) + g(@a)y (i) +r(za), (6.21)

se expande a y en series de Taylor centradas en z; evaluadas en x; 1 y ;1

dy h? d?y
Y(zit1) = y(x;) £ h@(%) + 7@(%) +

nPddy  htd'y .,
R riC

con €t algtin valor en el intervalo [z;, 744:]. Sumando

d*y ht [ dy d*y
. . — . 22 9 (o 2 (T A
y(mz-‘rl) + y(xz—l) 2y(xz) + h de (l‘l) + 24 (dl‘4 (6 ) + dl‘4 (6 )) )

despejando para d?y/dx?,

%(%) = %[y(l'wﬁ - 2y(a:l) + y(xFl)] _ E(h2)

en donde F(h?) es el error. De forma similar, se obtiene

Z_z(xz) = %[y(xiﬂ — Yo1)] — E(h2)-

Sustituyendo en (6.21)),

Y(Tig1) — 29}52%) +y(ria) _ () {y(wz‘+1)2; y(i-1)

] (e y (@) iz — E(R).

Omitiendo el término de error, sustituyendo los términos p(r) = 0, q(r) = —2u(E —

Arye ") r(r) =0,a=0,b="ry, a =0, 5 =rj(krs) vy reordenando términos
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se obtiene el sistema de ecuaciones que se resolvio

—u(ri1) + (2 + h2q(rs))u(rs) — u(ri1) =0.

parai=1,2,--- , N. Este sistema de ecuaciones puede escribirse como
Au=>
con
2+ h%q(r1) —1 0 —
-1 2+ h3q(rs) -1
. 0 -1 2+ hq(ry) —1 0
0 0 -1 2 + h2q(’l“N_1) -1
i 0 0 0 -1 2+ hqu_
| u(ry) | [ u(ro) |
u(rs) 0
u(rs) 0
u= b=
u(ry—_2) 0
U(’I"N_l) 0
L u(ry) | [ u(ry41) ]

Es un sistema con N ecuaciones y N incognitas. Tiene solucién tnica si el

determinante de la matriz A es diferente de cero. Utilizando ¢(r;) = ¢;,
det(A) = x| = [2+ KPq ]| fv-a] = (=) (=D fv—2l.

Conociendo a |fi| = [2 4+ h?qn] = 2 + E(h?*) con E(h?) un error en el célculo, del
orden de h? o mayor, |fs| = [2 + h%qn_1][2 + h%qn] — 1 = 3 + E(h?), se encuentra
ol = [2 4 Wan o3 + B() — (2 + E() = 4+ E(R), |fil = 5+ B(#),
|fs| = 6+ E(h?) y asi, por induccion, suponiendo que |f;| =i+ 1+ E(h?), entonces

|firal = 2+ PPan_in]l il = [fical = ()i + 1) = (i) + E(h®) = (i + 1) + 1 + E(h?)
= |fn] = N+1+E(h?).
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_02 4
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_08 4
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r

Figura 6.1. En verde la solucion a la ecuacion (6.17) utilizando g = 1000Gev, v = 0.001,
A = —1/30 y my = 90Gev, con el método de diferencias finitas. R(r) = u(r)/r en morado.

Suponiendo que E(h?) es pequetio, es decir h%g; < 1, entonces la determinante
siempre serd mayor a cero y el sistema de ecuaciones tendré solucién tnica.
En la figura se observa la forma de las soluciones, u(r) es una funcion

periodica que se desvanece en el origen y tiende a rjo(kr) en infinito.

6.2.2. Factor del efecto Sommerfeld

Para calcular el factor del efecto Sommerfeld, se tiene que calcular la norma al
cuadrado de la funcién de onda con y sin el potencial.

2

ink
sinkr|” _

o0 2 1t | By cos 0);o(kr) | = lm [jo(kr)[> = lim

r—0

kr
[$(0)]* = lim [ Po(cos 0) Ro(kr)| = Ro(0)*

y por (3.3),

[ (0)]” 2
S = ———"— = Ry(0)".
oo
Como R(r) = u(r)/r, entonces utilizando 'Hopital,
Cou(r) o du
RO=lm= " =g 0
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Figura 6.2. Factor del efecto Sommerfeld como funcién de la masa reducida M = p de
la particula de materia oscura, utilizando mg = 90Gev, A =1/30y 7o = 1.

este valor se aproximé como

La figura [6.2) muestra el resultado final de la evaluaciéon para diferentes valores
de masa. Se observa que hay valores especificos para la masa en donde existe una
especie de resonancia. Para intentar explicar esto, en la tabla se muestra que la
relacion entre las masas en donde hay resonancia p; siguen una relacion 1 :4: 9 :

g2

Se puede obtener una explicacion a este comportamiento aprovechando el hecho
de que, de la solucién a la ecuacion (6.16]), solo se esta utilizando una region cercana

a cero, por lo que se puede utilizar mgr < 1. Expandiendo la expresion del potencial,
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Tabla 6.1. Relaciéon entre los diferentes valores de masa en donde hay resonancias y el

primer valor segiin evaluacién numérica.

1 1
4 | 3.809
9 | 8.466
16 | 14.944
25 | 23.284
36 | 33.432
utilizando z = rmy y A <0,
A A
—e Mo o~ — (] —
e (L —mgr)
G1e) d*u A (1+1)
g i —2uEu + 2u;(1 — mgr)u + 7 u (6.22)
d2 2
dz?  “myz x? my M}

Si 2ulX|/my > k?/m o de forma equivalente mg\ > (1/2)uv?, entonces la ecua-
cion tiene la misma forma que la ecuacion del atomo de Hidrogeno. Haciendo las

1/2

aun k)Y

p=|"T=-=| =
m¢ m¢

—-1/2
_2ul <2u|A| B ) /

sustituciones

Lo 2
m¢ m¢ m¢
la ecuacion resultante es
d? (l+1
dp? p p?

Resolviendo de forma analoga al atomo de Hidrogeno [10] [20], se llega a

2n = po
2 myn? =30 2mgn?
A2+ 2n2 A

==
Concluyendo que para esta region, se forman estados ligados para valores discretos
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de u, con una relacion 1 : 4 : 9 : --- : i?, para cuyos valores se espera obtener
resonancias en el factor del efecto Sommerfeld [12].

Para myA < (1/2)pv? las particulas ya no forman estados ligados y esta es-
tructura de resonancias se pierde [12]. La ecuacion (6.22)) con mgA < (1/2)uv? es
igual al caso de tener un potencial de Coulomb, el cual se puede resolver de forma

analitica. Citando el resultado [13],
1
Sx—v—0
v
S —1,v— oo.

Resumiendo, para velocidades grandes, S — 1, a lo largo que la velocidad disminuye
y se acerca a cero, S o< 1/v, y para velocidades atin menores, en la region mgA >

(1/2)pw?, S presenta una estructura de resonancia para valores discretos de p.
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7. Conclusiones

e Utilizando teoria cuantica de campos se estudié un término de interaccién de
la aniquilacion entre dos fermiones de materia oscura a particulas del modelo
estandar. El término que se analiz6 fue uno en donde las particulas iniciales
eran los dos fermiones de materia oscura y la particula final era una particula

escalar ¢.

Analizando la dependencia de la velocidad inicial de las particulas sobre los
primeros términos de la amplitud, se encontré que los términos de orden dos
crecen para velocidades pequenas, imposibilitando el utilizar solo algunos tér-
minos en la expansion perturbativa, haciendo necesario analizar el fenémeno

de otra forma.

e Sabiendo que la dependencia de la velocidad sobre el factor del efecto Som-
merfeld es relevante inicamente para velocidades pequenas, se puede analizar
utilizando mecénica cuantica no relativista. En este limite la evolucion de la
funciéon de onda del sistema esta descrito por la ecuacion de Schrodinger de

dos particulas interactuando por un potencial de Yukawa.

e El factor del efecto Sommerfeld encontrado, utilizando mecénica cuantica no
relativista, de la interaccién entre dos particulas con un potencial de Yukawa

€s
S = R(0)?

en donde R es soluciéon a la parte radial de la ecuacion de Schrédinger. En el

limite para velocidades pequenas se puede utilizar
S = Ry(0)?

en donde R, es solucién a la parte radial de la ecuaciéon de Schrodinger con [,

el nimero cuantico asociado a el momento angular, igual a cero.

e La soluciéon para la parte radial de la ecuacién de Schrodinger se encontrd
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numéricamente utilizando el método de diferencias finitas. Se encontré que
hay valores especificos para la masa de las particulas de materia oscura en
donde existe una especie de resonancia y el factor del efecto Sommerfeld se ve
incrementado. Estos valores siguen una relacion p, = pin?. Estas resonancias
se explican pues para velocidades pequenas, en regiones cercanas al origen, el
sistema se comporta como si fuera un sistema ligado, en analogia al atomo
de Hidrogeno, en donde los valores de las energias estan discretizados. Para
velocidades méas grandes, el sistema deja de comportarse como un sistema
ligado y la estructura de resonancia se pierde. Para velocidades grandes S — 1,
mostrando de nuevo que se pierde la dependencia de la velocidad sobre el factor

del efecto Sommerfeld.
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8. Anexos

Anexo A

En la seccion m se encontro a la amplitud A%Q) (€1, g1, €2, g2). A continuacion

escribo los valores explicitos de las constantes dependientes de x = x4, x2, x3, Y1 = 2,

y2:22a3/322377)yM-

e; = 1.0M%*v* + 8.0M*0?

er =v° (—0.25M*2* — 0.5M " zz — 0.25M*2* + 0.25M*) +

(_

v (=2.0M*z* — 8.0M 2z + 6.0M*x — 2.0M*2* — 6.0M "z + 8.0M*) +
(_
(_

U4

1.0M*2* — 34.0M " zz + 32.0M 'z — 1.OM*2* — 32.0M"z + 33.0M* + 1.0M°m) +

2 (=8.0M*z* — 16M*xz + 24M*z — 8.0M"2* — 24M*z + 32.0M* — 8M°ma + 8M>mz)

v
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g2 =v"(0.0625M 52222 + 0.125 M ®2% 2525 + 0.0625M %2222 — 0.0625M %2 4 0.125 M xalz+
0.25MOzx9229 + 0.125M %2225 — 0.125M %22 4+ 0.0625M 252 — 0.0625M x5+
0.125M 292229 — 0.125M 92y + 0.0625M %2223 — 0.0625M°2% — 0.0625M°25 + 0.0625 M)+

v'0(0.5M522 23 + 2.0M 2?2920 — 1.5M%2% w9 + 0.5M%2%23 + 1.5M%2% 25 — 2.0M 2%+

2.0M6xx22 — 1.5M6:m2 +6.0MC%zx5229 — 3.0MCza02 — 3.0MCz2929 + 1.0M 229+
2.0M6mzz§ +3.0M5zz22y — 5.0M%22 — 1.5M%025 — 1.0M 225 + 2.5M% + 0.5M 23 2%+
1.5M®2352 — 2.0MC23 + 2.0M 22720 — 1.5MOw92” + 3.0MCxy220 — 1.0MOmp2—
5.0M5%2029 + 2.5MC%2y + 0.5M6 22 z2 + 1.5MC2%2 —2.0M522 + 1.5]\/[6222 +1.0MC22o—
2.5M% —2.0M%23 — 2.5M52 + 4.5M°) + v8(0.5M 2225 + 9.0M 22920 — 8.0M 2% 20+
0.5M%2%25 + 8.0M°x%2y — 8.75M°2* + 9.0M za5z — 8.0M 2235 + 50.0M xa9220—
40.0MSzx9z — 40.0MO2x929 + 32.0M 229 + 9.0M63:zz§ +40.0MC%zz29 — 49.5M 2 —
8.0MOx25 — 32.0MCx 2y + 40.5M%x + 0.5M°%2352% + 8.0M 252 — 8.5M%23 + 9.0MC wy22 25—
8.0MOwy2? + 40.0M 2922y — 32.0M w92 — 49.0M 2 + 40.0M6g;2 +0.5M%22 25+
8.0MC2%2y — 8.75MC2% + 8.0M%222 4+ 32.0M%22y — 39.5M%2 — 8.5M522 — 40.0M% 2, + 49.25M° —
0.5M°mx — 0.25M°maa — 0.5M°mayzy — 0.5M mz — 0.25M°mz3 4 0.75M°m) + v°(4.0M %23+
12.0M°%2%zy2y — 10.0M%2%zy + 4.0M%2%25 + 10.0MO2%25 — 16.0M°2* + 12.0M x5z —
12.0M6x:€§ +160.0MCzx9229 — 1.0MC 2202 — 152.0M 22929 + 144.0M 22259 + 12.0M%zz§
148.0M %225 — 168.0M 2z — 12.0M%x2; — 144.0M %22y + 164.0M %2 + 4.0M 232 + 12.0M 252 —
16.0M523 + 12.0M 292725 — 10.0M292% + 152.0M 222y — 144.0M 292 — 164.0M zp2p+
154.0M 2y 4+ 4.0M%2%23 + 10.0M®2%25 — 16.0M°2% + 12.0M %223 + 144.0M® 22, — 160.0M®2—
16.0M°22 — 154.0M %2 + 180.0M° + 2.0M°maa3 4+ 4.0M mazyzy — 4.0M maxy + 2.0M°maza+
4.0M°mzzy — 8.0M°mz — 2.0M5mx§z — 4.0M°mzozzy + 4.0Mmasz — 4.0M°mayze—+
2.0M°mzy — 2.0M°mzzs — 4.0M mzzy + 4.0M°mz — 2.0M°mzy + 4.0M°m) + v*(1.0M 22224
34.0M°%2% 2929 — 32.0M 279 + 1.0M%2%25 + 32.0M 222y — 34.0M 2* + 34.0M xa32—
32.0M%zx35 + 132.0M xa9220 — 128.0M zw92 — 160.0M 22929 + 160.0M 325 + 34.0M 2225+
128.0M %22y — 196.0M 2z — 32.0M%225 — 160.0M %2y + 226.0M°x 4+ 1.0M 232 + 32.0M 252 —
33.0M°x3 + 34.0MCxy2 25 — 32.0M°292% 4+ 160.0M 29225 — 160.0M 292 — 194.0M 2y 29+
192.0M52y + 1.0M%2225 + 32.0M%2%2 — 34.0M°2% 4+ 32.0M%225 + 160.0M 225 — 222.0M°2—
33.0M°25 — 192.0M°2y + 260.0M° + 32.0M°maxozy — 32.0M°mawy + 32.0M°mazy — 34.0M°ma—
1.0M5mx§ — 32.0M°maxszz9 + 32.0M°masz — 2.0M maszs — 32.0M°mzzy + 30.0M mz—
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LOM°mz; + 4.0M°m) + v*(8M°2?x3 + 16.0M 22 wy2y — 16 M 2wy + SMOx2 25+
16M%222y — 32.0MC22 + 16.0M6$x2z — 24M6xx2 +32.0M%2x9229 — 32MOza92—
A8MOxxoz0 + A8MO21y + 16.0M6x2z§ +32M52220 — 64.0M522 — 24]\/[63:22 A8M O 220+
96.0MOx + 8MOx52% + 24MOx52 — 32.0MCx3 + 16.0M 29222y — 16 MOy +

A8 MO o229 — A8MOxoz — 64.0M 2929 + 64 MO 2y + 8O 22 22 +16M5222y — 32.0M %22+
24MO 225 + 48MC22y — 96.0M %2 — 32.0M235 — 64MC2 + 128.0M° + 8M maas+
16M°maxezy — 16 MPmaxy + 8M5mxz§ + 16 M mxzy — 32.0M°mz — 8M5mx§z—
16M°mayzze + 16 MPmayz — 8M5m222 16M°mzzy + 32M5mz)

Anexo B

Parte angular de la solucién de Schrodinger

En la seccion se hablo de la soluciéon para la ecuacion de Schrodinger, entre
lo que se mencioné la soluciéon para la parte angular de la soluciéon. En esta sec-
cion empezaré desarrollando la demostracion de que P/ (cosf) es la solucion de la
ecuacion asociada de Legendre y terminaré mostrando que Y;"(6, ¢) es la solucion
normalizada de la parte angular de la ecuacion de Schrodinger. En el proceso escri-
biré propiedades importantes de los polinomios de Legendre, las funciones asociadas

de Legendre y los armonicos esféricos.

Polinomios de Legendre

La funcion generadora de los polinomios de Legendre es [3]
gr(t,z) = (1 — 22t +13) 72 = ZP (8.1)

en donde t y x no representan ninguna cantidad fisica en concreto, son variables de
las que dependen la funcién gy,. Esta relacion da una forma de calcular explicitamente

a P,(x), escribiendo la expansion en series de Taylor y utilizando el teorema del
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binomio,

+ (—2xt 4 12))71/2

1 d(
_ 2))-1/2 — N L B 2yn
(1+ (=2t +t2)) _Eon! A 2al 1 (—2xt + %)

(—2zt+t2)=0

Y L EDE ) (G D) (2t ) YD (<20t 4 12

— nl" 2 2 2
=> (-1 g (St ) = > 2%(”!)2(21; — 1)
n=0 n=0
> (2n)! - n! PR N K (2n)! ok
n 2 n . _ 2 n— +n
ZQZn(nl)Zt Z (n_k)lk!( )" () Z (=1) 22npl(n k)'k‘( z)"
n=0 k=0 n=0 k=0
Utilizando
[e’e) n 0 P/2
Z Cm k= Z Z Cp*q q
n=0 k=0 p=0 ¢=0

que significa un cambio de orden para contar, y renombrando indices,

o /2 (2n — 2k)!

- an_1/2 n—2kn
(1+( 2It+t ZZ 22n 2k n_k)'(n—Qk‘)'/{?'(zr) '
, n=0 k=0 (82)
1 2n — 2k)!
Pn _ 1 k ( n—2k
= Pu(z) ;( ) 2n(n — k)l(n — 2k)!k!$ ’

encontrando una expresion para P,(z). Otra forma de escribirlo se puede obtener

utilizando el teorema del binomio en la expresion (z? — 1)",

n

(=1 =2 (n —n;o!k!"”m_n)(_l)k

k=0
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y notando que la n-ésima derivada de un polinomio de grado m < n es igual a cero,

entonces,

n/2

2n — 2k)!
p _ 1)k ( n—2k
w() =2 (1) 21(n — k)l(n — 2k) 1kl
k=0
n/2 n
_ Z d xQn—Qk
2” (n— )'k! dx™ (8.3)
1 ﬂ - (_ )k nl 2n—2k
2rnl da” £ (n — k)k!
1 d n
~ 2npl dgn P

La ecuacién a la que se llegd es la formula de Rodriguez para los polinomios de
Legendre [3]. Otra forma de obtener los polinomios es a través de las relaciones de

recurrencia.

Derivando respecto de t ambos lados de la ecuacion (8.1]),

dgr(t,x) r—1 1
- § Py (x)nt"
dt (12t + 232 n

e}

(1 2:(;t (1 — 22t +12) Z = ZO By (w)nt"™

=0

x—tZP 1—2xt+t2ZP nt" 1 =0

n=0
1+nZP t”+1+$21+2n ZP "t =0
n=0
—ZmPW1 tm+x21+2n quﬂ )(g + 1)t? =0,
m=1 n=0 qg=—1

sabiendo que Ps(z) = 0 para s < 0 y renombrando indices,

_inpn_l t”—i—le—i—Qn an-l-l J(n+1)t" =0
n=0

(14 2n)xP,(z) =nP,_1(x) + (n+ 1) Pyy1.

La ecuacion (8.4) es una relacion de recurrencia y es una forma de obtener

todos los valores de P,(x) si se conocen los primeros dos términos, utilizando (8.2)),
By(x) =1y Pi(x) =
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Ahora derivando respecto de x ambos lados de la ecuacion [8.1],

dgr(x,t) _ t _ f: dPn(:c)tn
T (1 =22t 412)%2 £~ dx
- = dP,
> Pt = (1 2at +17) APul(@)
dx
n=0 n=0
dP an () . dP,(x)
tn—|—2 n gl _ n
— + Z dx T nz_% dx

L dP, o(z) , dP,1(z)., ~=dP,(z) ,

— dx et
dP, () dP,_1(xz), dP,(z)
- . + (Py_1(z) + 22 T ) — e 0
dP,1(x) dP,4(x) dP,(x)
=P, 2
dx + dx () + 20— = dx

t"=0

(8.5)

diferenciando (8.4) respecto de x, multiplicando por 2 y utilizando dicho resultado

para eliminar un término de (8.5)),

dP,(z),  dP, i(x)
dx ) =2n dx

“2ED (4 9P () = —

2(1+2n)(Pu(x) + x

dx dx
Restando (8.5)) y 7
dP,(z) dP, ()
T i dr +nk, (x)
Sumando (8.5) y (8.6)),
dPosi () AP ()

=(n+1)P,(x)+x

dx dx

Cambiando de indices y restando (8.8) - z(8.7)),

dP,(zx)
dx

(1—2?) = —nzP,(z) + nP,_1(x)
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dPn_l(ZL‘) 4 dPn+1(ZE)

dPn—H ([L‘)

dx

(8.8)



diferenciando ({8.9)),

dP,(x) o d* Py () dP,(x) dP, 1(z)
Pl A — P, (z) —

T— + (1 —z%) T2 nP,(z) —nx T +n o
() dP,(x) o d*P, () dP,(x) dP,(x) 9

0 8 ) ) — — 2P
g . + (1 —z9) T2 nP,(z) —nx T +nx T n*P,(z)

+n(n+1)P,(z) =0

d*P,(x) o9y dP,(x)

1_ 2
( ) dx? dx

(8.10)

La ecuacion es la ecuacion de Legendre. Al haberse obtenido a partir de las
relaciones de recurrencia de los polinomios de Legendre, estos son soluciones de la
ecuacion. Esto termina la prueba de que los polinomios de Legendre son soluciones
de la ecuacion de Legendre, en el proceso se obtuvieron dos expresiones para los
polinomios y una forma de obtener todos los términos a partir de las relaciones de
recurrencia. Falta mencionar ciertos aspectos de importancia sobre los polinomios,

primero, son ortogonales ante el producto interno definido como [3],

(Fa(@) [ Fm()) = / P () Po(w)dz = —omn

. RS

de echo, la ecuacion (8.10]) se puede escribir en su forma autoadjunta

d L dP,(z)
Lt

L(P,(x)) = —n(n+ 1)P,(x)

| =—n(n+1)F(z)

en donde los P,(x) son autofunciones del operador L() con autovalores n(n + 1).
Ademas de ser ortogonales, los polinomios de Legendre forman un set completo en el
intervalo [—1, 1] [3]. Esto significa que cualquier funcion f(x) continua y con primera
derivada continua en el intervalo [—1, 1] puede ser aproximada como una suma de

polinomios de Legendre,
o
flz) = Zanpn(m)’
n=0
en donde los términos a,, se calculan usando

C2n+1 1
-/

f(x)Py(x)dz. (8.11)

Qn
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Funciones asociadas de Legendre

Anteriormente se llegd a la ecuacion de Legendre y se mostro que los polonomios
de Legendre son soluciones de la ecuacion. A partir de esta ecuacion, se puede derivar

la ecuacion asociada de Legendre y en el proceso, mostrar que las funciones asociadas
de Legendre son soluciones.

La formula de Leibniz para la n-ésima derivada de una multiplicacion dice que
13]
d"x - n! d" sz d°x

%(A(x)B(m)) - z; (n — s)!s! dw”*sA(x)%'

s=

Utilizando este resultado, derivando m veces a la ecuacion de Legendre se obtiene

dnx ( 4 _ xQ)dPn(m)

| +n(n+ 1)Pn(93)) =0

dzm \ dx dx
m+1 _
(m+1)! dm 542 ds+1 den(x)
2 s+ Dl der ) g (1= 2+l =58 = 0
s=0
(m+1)! dm+? ) (m+1)! d™*!
(D0l dgrrz 2@ =) = 20 e Pal@)
(m+ 1)!d™P,(x) d"P,(x)
_ 1)\
(m—1)! daxm Fnln+1) dx™ 0
d> (d"P,(x) d (d™P,(x) d"P,(x)
_ () | -\ _ L S/
(1—=z )da:2 < Tom ) 2x(m + 1)d1: ( Tom + (n(n+1) —m(m+1)) Tom 0
(8.12)
Haciendo un cambio de variables,
m/dePn(m)

v(z) = (1 —2?)

dxm™
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se tiene que

den(x)_ 2\ —m/2
dx—m—(l—x) Pu(x)

a (dmpn(‘”)) _ me(l — 2?) D2y () (1 — w?)fmﬂdv_(x)

dx dx™ 2 dx

- (2t ) -

d_2 d" P, () B
dx? dxm N

U (a:mv(yc) dv(yc)) T (mv(x) tmav/(a) | 2Pmo(e) | do(

1 —a? (1 —a?) dx 1 —a? (1 —a?)? dx?
2 2+m)  mo(z) d*(z) dv(z) 2zm
(] — g2 (T v()(
(1-27) ( (1 —a2)? +1—£L‘2+ dx? - de 1 —a?

sustituyendo en (8.12),
1)L (dmp ) )4 (w)+(n(n+1)—m(m+l))w:0
(

da? \ dxm Ve (Tam dzm
(1—22) (1 —a?)™? mz*v(z)2+m)  mu(e)  du(x)  du(z) 2em
O )

1—:52 1— a2 dx? dr 1—x?
—2zx(m+1) (((xlni)(;)) + I > (1— ;cQ)m/Q) + (n(n+1)—m(m+1))(1 — x2>fm/2v(aj) =0

d*v dv(z)  z*v(z)m?
(1— xz)@ e mv(z) + (n(n +1) — m(m +1))v(z) =0
d*v dv(z)  —x?vm? + m?z*v — m*v

2

(1-— )%—2xd2—f)+(n(n+l)—1ilx2> v(z) =0

(8.13)

obteniendo la ecuacion asociada de Legendre, donde v(x) = P (x) son las funciones

asociadas de Legendre, soluciones de la ecuacion.
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Utilizando x = cos @ se obtiene,

dx :@ db :sinﬁﬁ

Po_ @ (4 do@s o (0 o d (1Y ()
dz?2  d6? \ db drdz?  dh? \ db dx df \ sin @ db
v 1 dv tan @

T d?sin?0  drsin’@’
sustituyendo en (8.13]),

d*v dv(x)

— 2 —_— —
(1—x >da;’2 2% o
v 1 dv tan@)

1—cos?) | ——5— — —
(1= cos >(d92 sin?f  dxsin®6

do(z)  dv <dx)1 —1 dv

+(n(n+1)— i )v(m):O

1—22

—QCOSGSiHQ%-F (n(n—i— 1) — %) v=0
%+tan6%+ (n(n—l—l)—%)vzo
*SiziesiHQG% —l—sichosQ% + (n(n+1) —m*)v=0
sin@die <sin9§—g) + (n(n+1) —m*)v=0

llegando a la misma expresion que se tenia en (6.7)). Esta es la ecuaciéon asociada

de Legendre, cuyas soluciones son las funciones asociadas de Legendre v(cosf) =
m

P™(cos@).

Se puede demostrar [3] que las funciones asociadas de Legendre también son

un conjunto completo y ortogonal de funciones, obedeciendo el producto interno

r@inpe) = [ e -3 2, s

Como los polinomios de Legendre P,(z) son n-ésimas derivadas de polinomios
de grado 2n y las funciones asociadas de Legendre son derivadas de grado m de estos
polinomios, entonces seran igual a cero para cualquier m que cumpla m +n > 2n.
Entonces cualquier funcion P! diferente de cero cumplirda —n < m < n o |m| < n.

La cota inferior se coloca para que la derivada sea una derivada de orden positivo.
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De hecho, se puede mostrar [3] que P™ y P, ™ se relacionan de la forma
—=PpP" (8.15)

Armonicos Esféricos

Ya se vio6 que las funciones asociadas de Legendre son un conjunto completo
de funciones ortogonales y que son soluciones de la ecuacion asociada de Legendre,
la ecuacion que salié después de hacer separacion de variables en la parte angu-

lar de la ecuacion de Schrodinger. Obteniendo la soluciéon normalizada de la parte
dependiente de ¢, reemplazando ®(¢) = Ae™? en (6.9),

27 27
/ dpd*d = A? / dpe 0™ = A2278,
0 0
se encuentra el valor de la constante A
A= (2%)_1/2.

Utilizando (8.14)), se obtiene la normalizacién de las funciones asociadas de
Legendre. A las soluciones normalizadas para la parte angular de la ecuacion de

Schrodinger se les llama Armonicos Esféricos,

(2n +1)(n —m)!

P" 0)e™? .
()] " (cos f)e

Y. (0,0) = (—1)’"\/

Se puede utilizar una definicion alternativa utilizando (8.15)), en donde se defi-
nen a las funciones asociadas de Legendre como en la equacion y a los Armoni-

cos Esféricos como en la ecuacion (6.10]), pero ambas definiciones son equivalentes.

Anexo C

Parte radial de la ecuacién de Schrédinger con V(r)=0

En la secciéon se habla sobre la solucion para la parte radial de la ecuacion
de Schrodinger, en esta seccion se analiza a mas detalle esta solucion. El camino que
tomaré para mostrar que las soluciones a la ecuacion son las funciones esféricas
de Bessel y de Neumann es diferente al tomado para las soluciones de la parte

angular. Empezaré escribiendo una definiciéon para las funciones de Bessel de orden [,
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después mostraré que son soluciéon de la ecuacion de Bessel, posteriormente escribiré
la definicion de las funciones de Neumann y mostraré que también son solucién de la
ecuacion de Bessel, posteriormente mostraré que son soluciones independientes. Ya
que la ecuacion de Bessel es una ecuacion diferencial ordinaria de orden 2, al haber
encontrado dos soluciones linealmente independientes se habra obtenido la solucién
general. Por dltimo, mostraré que, utilizando un cabio de variables, la ecuacién se
puede reescribir como la ecuaciéon de Bessel, en donde las soluciones en sus variables
originales se les conoce como las funciones esféricas de Bessel y de Neumann. Estas
funciones, al igual que los polinomios de Legendre y las funciones asociadas de

Legendre, son ortogonales y completas [3].

La ecuacién de Bessel tiene la forma

9 d*Z, dz,
T +

a2 l’% + ($2 - ’U2)ZU =0

con una solucién para la ecuacion siendo la funciéon de Bessel de orden v

o <_1)3 T\ v+2s
Jo@) =S ——L (—) . 8.16

(=) ;5!(v+3)! 2 (8.16)
Para mostrar que es soluciéon, basta con sustituirla junto con sus derivadas en la

ecuacion de Bessel.

dJy _ iw (x)v—i-?s—l

dx sl(v+s)12 \2
dZJU _ i (_1)S<U + 25)('1} + 25 — 1) (gj)v+2s—2
dz® - =0 S!(U + 8)'4 2
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sustituyendo en la ecuacion de Bessel,

2 )*(v+2s)(v+2s—1) ( )v+28 2 (v + 25) ( >U+231 .
el — ) Z, =
Z S'U+S)'4 +£CZ /U“_S'Q 2 +($ U)

sl(v + s)! sl(v + s)! 2 sl(v+s)! \2

i (—1) (v+2s)(v+2s—1) <£>v+25 N (—1)® (v + 25) (f)vﬂ% (=) (—1)® (£>v+28
. 2

e~

(—1)*(v + 25)° @)”*23 @ — ) (=1)° ({)“*25

sl(v+ s)! sl(v+ ) \2

s=0

et 6 e (7

(
et G S ()

°°: )¥4s(v + 8) [\ v+2s —1)(s-1) v+2s
Z( slj+s+ )<§> + +Zl(s—(1)1(2}—|—s4—1) (2)+

s=0

S e () ey @) =0

s=1

M2 L0

=]

S

Como es igual a cero para todo x, J,(z) es una solucion para la ecuacion de Bessel.

Una segunda soluciéon para la ecuaciéon de Bessel esta dada por las funciones

de Neumann, definidas como

cosvmJ,(x) — J_p(x)

sin v

N,(z) =

en donde

El hecho de que N,(x) sea escrito en términos de combinaciones lineales de J,(z)
asegura que es una solucion de la ecuacion de Bessel para el caso de v no un entero.
Sin embargo, para v entero, N,(x) es indeterminado, de hecho, tanto el numera-
dor como el denominador tienden a cero, por lo que se puede usar 1'Hopital para

encontrar a qué tiende esta funcion,

(d/dv)[cosvmJ,(x) — J_(z)]
(d/dv) sinvm

_ % (dJ;Ex) B <—1)”dJ:{;(I))

1)

N,(x) =




Para la derivada de J_,(z),

S= S=v

% - Z (_;)S ((s :11))!ln (g) <§>QS_U * <g>2s_v (_1)% (s —1 U)')

S=V

en donde se observa que N,(z) contiene términos In(x/2)x**~, estos términos son

los que aseguran la independencia lineal entre J,(z) y N,(z) [3].

Tanto J,(z) como N,(x) son soluciones a la ecuacion de Bessel, al ser lineal-

mente independientes, conforman la soluciéon general de la ecuacion:

yo(x) = Ady(x) + BN, ().

La ecuacion no es la ecuacion de Bessel, pero haciendo la sustitucion

Z(kr)
R(kr) = e
se obtiene 2y 17 .
20”4 az 2 132 _
s +rdr+<(kT) (n—|—2))Z 0

la cual, si es la ecuacion de Bessel. Las soluciones son entonces Jn+1/2(x) y Nn+1/2(x).
A las soluciones en sus variables originales, por definicion, se les llama funciones

esféricas de Bessel y Neumann,

™

jv(x) = %Jv—s—l/Z(x)»

n
no(e) = | 3= Moo ().

Sustituyendo v = v + 1/2 en se puede demostrar [3] que j,(z) y n,(x)
tienen la forma y (6.14). Un punto importante a recalcar es que n,(x) di-
verge cuando z — 0 [3], lo cual, para soluciones de la ecuacion de Schrodinger,
inmediatamente restringe la solucion solamente solamente a j,(x), pues tiene que

ser normalizable.

Mas adelante sera de utilidad utilizar otra forma de expresar a las funciones de
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Bessel, especificamente una de sus formas integrales [3],

1 z\2 [t
- = ipr(q _ 2\v—1/2
To() m/2(v — 2)! <2) / r(l=p) ap,

-1

sustituyendo la definicion de j,(x) (6.13) se tiene que

‘ 1 z\v ! iz 2\
o) =55 (5) [ ema-pyan (8.17)

Antes de proceder, un comentario: en general, los libros de mecanica cuantica
suelen estudiar tanto a los armoénicos esféricos como a las funciones de Bessel y
Neumann al resolver sus respectivas ecuaciones definiendo operadores de creacion y
aniquilacion y resolviéndolas utilizando sus propiedades. En este trabajo opté por

ahondar en métodos diferentes, pero todos devuelven soluciones equivalentes.
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