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INTRODUCCIÓN

En la naturaleza, diferentes fuerzas toman importancia a diferentes escalas de
longitud. Mientras se fluye de una aproximación en el límite ultravioleta (UV) a una
aproximación en el límite infrarrojo (IR) de la naturaleza, la importancia relativa de
algunas fuerzas aumenta y la de otras disminuye [15] [24]. La interpretación física
de la irreversibilidad es que esta transición ocurre sólo una vez [15] [24]. Después
de alejarse con un factor arbitrario, las interacciones nunca volverán a su fuerza
original al mismo tiempo. Incluso si se añaden perturbaciones infinitesimales a los
acoplamientos durante el flujo [15] [24] [14].

El teorema C o teorema de irreversibilidad da información sobre la reversibi-
lidad del flujo del grupo de renormalización de muchas teorías cuánticas de campo
[23]. En este trabajo se estudian también algunas de las condiciones y consecuencias
del teorema.

El teorema C es válido para todas las teorías cuánticas de campo que satisfa-
cen tres condiciones [23] [7]. Primero, la teoría debe ser tal que los campos estén
definidos en un espacio-tiempo de dos dimensiones. Segundo, el lagrangiano de la
teoría necesita ser invariante bajo traslaciones y rotaciones. Y, finalmente la teoría
necesita ser positiva, es decir, se debe satisfacer la condición de que los diferentes
términos en el lagrangiano estén correlacionados positivamente. El teorema C de Za-
molodchikov indica que para cada teoría que satisface estas tres condiciones, existe
una función escalar real positiva C en el conjunto de constantes de acoplamiento
que tiene algunas propiedades interesantes [23] [7].

La primera propiedad de la función C es que es diferenciable y estrictamente
monótona decreciente a lo largo del flujo del grupo de renormalización.

La segunda propiedad es que la función es estacionaria en los puntos fijos con-
formes. Generalmente toma diferentes valores para diferentes puntos fijos. Y final-
mente estos valores coinciden con la carga central del álgebra de Virasoro asociada a
la teoría. De esta propiedad es de donde viene el nombre de la función C. Lo anterior
puede resumirse con la afirmación: la función C interpola entre los diferentes valores
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de la carga central [23] [7].

En la demostración al estilo de Zamolodchikov se define C en función de los
correladores de dos puntos de las componentes del tensor de momentum-energía
en dos dimensiones Tzz(z), Tzz(0), Tzz̄(z) y Tzz̄(0). Bajo dicha definición se utiliza
el hecho de que el tensor de momentum-energía es una corriente conservada y las
simetrías sujetas a una teoría conforme de campos (CFT) implican que, en efecto, C
es una función monotonamente decreciente [23] [14]. Además, el hecho de que la traza
del tensor de momentum-energía se haga cero para una CFT de dos dimensiones
implica directamente que C es precisamente la carga central [23].

Se analiza también una demostración del teorema C de manera entrópica, hecha
por Casini y Huerta, la cual permitió demostraciones de teoremas de irreversibilidad
en más de dos dimensiones espacio-temporales [7][9][10]. Para la demostración en-
trópica se calcula la entropía de entrelazamiento para dos intervalos boosteados y se
utiliza el resultado de Holzhey, Larsen y Wilczek [15], luego replicado por Calabrese
y Cardy [2] de entropía de entrelazamiento en CFTs en dos dimensiones junto con la
propiedad de subaditividad fuerte para demostrar el teorema C de manera alterna
[7].

En el capítulo 1 se estudia el grupo conforme para d ≥ 3 dimensiones [14].
El análisis central está en las transformaciones conformes infinitesimales, el álgebra
conforme, el grupo conforme y las representaciones del grupo conforme [14]. Muchos
de los conceptos desarrollados en este capítulo también son importantes en d = 2

dimensiones, por lo que este capítulo también sirve como una introducción para la
teoría conforme de campos en d = 2 dimensiones.

En el capítulo 2 se considera el grupo conforme en d = 2 dimensiones. En este
caso especial, se muestra que el álgebra conforme tiene infinitos generadores [14].
Esta estructura adicional permite un análisis con más propiedades en consideración
que para el caso de d ≥ 3 [14]. Se comienza con transformaciones conformes antes
de discutir las álgebras de Witt y Virasoro [14] [22] [19]. Luego, el interés del capí-
tulo 3 es discutir brevemente los campos primarios y la cuantización radial en dos
dimensiones antes de considerar el tensor de momentum-energía y las expansiones
del producto de operadores [14] [13] [24]. Luego se consideran las funciones de corre-
lación para dichos operadores y las limitaciones relacionas a la invariancia conforme
introduciendo las identidades de Ward [14] [19].

El capítulo 4 está enfocado en mostrar una interpretación de la carga central.
Se relaciona la carga central de Virasoro con el estado fundamental para ciertos
sistemas. Se demuestra que la carga central también establece la densidad de estados
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de altas energías [14] [22]. En este capítulo se observa la relación de la carga central
con los grados de libertad de un sistema.

En el capítulo 5 se presentan las ideas clave del grupo de renormalización.
Estas ideas implican las transformaciones de escala de un sistema y sus implemen-
taciones en el espacio de las constantes de acoplamiento [4][15][24]. A partir de
este análisis, se llega a la importante noción de operadores relevantes, irrelevantes
y marginales[15][24]. En este capítulo se evidencia la importancia de las teorías de
campo conformes como teorías cuánticas de campos. Se encuentra que dado un con-
junto de campos, cualquier punto en el espacio de parámetros se puede considerar
como un flujo perturbado lejos de un punto fijo, es decir, un punto invariante de
escala, una CFT [14][19][24].

El capítulo 6 está enfocado en reproducir la demostración hecha por Zamolod-
chikov para el teorema C. Se reproduce la definición de la función C de Zamolod-
chikov [23], esta definición utiliza funciones de correlación del tensor de momentum-
energía, que es un caso especial de una corriente de Noether [24]. Luego se demuestra
que dicha función cumple con los enunciados del teorema C de Zamolodchikov [23].

Por último, en el capítulo 7 se introducen las herramientas necesarias para
construir una función C entrópica. Se inicia con la definición de entropía de entrela-
zamiento, para luego desarrollar su importancia y uso en teoría cuántica de campós
y teorías conformes [13]. Finalmente se demuestra el teorema C utilizando la com-
binación de la simetría de Lorentz y la desigualdad de subaditividad fuerte para
la entropía de entrelazamiento para intervalos espacio-temporales en una teoría de
campos [13] [24] [23] [7].
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1. EL ÁLGEBRA CONFORME

Se define un mapeo diferenciable ϕ como una transformación conforme si el
tensor métrico se transforma como

ϕ : gµν(x)→ g′µν(x) = Λ(x)gµν(x), (1.1)

para una función Λ(x) positiva, llamada factor de escala. Cuando Λ(x) = 1 corres-
ponde al grupo de Poincaré el cual consiste de traslaciones y rotaciones de Lorentz.
Para el caso en el que Λ(x) es una constante cualquiera, corresponde a las transfor-
maciones de escala globales. Esto será mostrado en el transcurso de este capítulo.

Las componentes de la métrica dependen del sistema de coordenadas elegido
[14], por lo tanto, bajo una transformación de coordenadas x→ x′, el tensor métrico
se transforma de la forma

gρσ(x)→ g′ρσ(x′) =
∂x′µ

∂xρ
∂x′ν

∂xσ
gµν(x). (1.2)

De estas definiciones, las transformaciones conformes son transformaciones de coor-
denadas que preservan el ángulo entre vectores.

1.1. Transformaciones conformes infinitesimales

Considerando un espacio de dimensión d con una métrica plana (de Minkowski)
gµν = ηµν , una transformación conforme obedece la ecuación

ηρσ
∂x′ρ

∂xµ
∂x′σ

∂xν
= Λ(x)ηµν . (1.3)

Y considerando también una transformación de coordenadas infinitesimal

x′ρ = xρ + ερ(x) +O(ε2), (1.4)
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se tiene que el lado izquierdo de la ecuación (1.3) se transforma como

ηρσ
∂x′ρ

∂xµ
∂x′σ

∂xν
= ηρσ

(
δρµ +

∂ερ

∂xµ
+O(ε2)

)(
δσν +

∂εσ

∂xν
+O(ε2)

)
,

= ηµν +

(
∂εµ
∂xν

+
∂εν
∂xµ

)
+O(ε2). (1.5)

Para que esta transformación sea conforme, se debe cumplir que

∂νεµ + ∂µεν = k(x)ηµν , (1.6)

donde k(x) es una función cualquiera y se utiliza la notación ∂µ ≡
∂

∂µ
. Contrayendo

la ecuación anterior con ηµν , se obtiene que k(x) = 2
d
(∂ · ε), donde ∂ · ε ≡ ∂µεµ. Por

lo tanto, la ecuación (1.6) se transforma a

∂νεµ + ∂µεν =
2

d
(∂ · ε)ηµν . (1.7)

Por lo que el factor de escala para esta transformación puede escribirse como

Λ(x) = 1 +
2

d
(∂ · ε). (1.8)

Aplicando ∂ν sobre la ecuación (1.6) se obtiene

∂µ(∂ · ε) + �εµ =
2

d
∂µ(∂ · ε), (1.9)

donde se utiliza la notación � ≡ ∂µ∂µ para el D’Alembertiano. Luego, aplicando ∂µ

sobre (1.9) se obtiene

�(∂ · ε) + �(∂ · ε) =
2

d
�(∂ · ε),

d �(∂ · ε)−�(∂ · ε) = 0,

(d− 1)(�(∂ · ε)) = 0. (1.10)

Considerando una dimensión d > 2, según la ecuación anterior, εµ debe ser a
lo máximo cuadrática para la coordenada xν , de tal manera que

εµ = aµ + bνx
ν + cµνρx

νρ, (1.11)

donde los coeficientes aµ, bµν , cµνρ � 1 son constantes.
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Analizando individualmente cada término de la ecuación (1.11), se observa
que el término aµ corresponde a una traslación infinitesimal x′µ = xµ + aµ, cuyo
correspondiente generador es el operador de momentum Pµ = −i∂µ.

Evaluando el término lineal en la ecuación (1.7) se obtiene que

bµν + bνµ =
2

d
ηρσbρση

µν . (1.12)

Separando b en su parte simétrica y antisimétrica, se obtiene que la parte simétrica
es proporcional a la métrica, por lo tanto, b se puede escribir como

bµν + bνµ = αηµν +mµν , (1.13)

dondem es la parte antisimétrica y α es la constante de proporcionalidad de la parte
simétrica. La parte antisimétrica corresponde a una rotación de Lorentz infinitesimal
(rotaciones y boost), x′µ = xµ+mµ

νx
ν , cuyo generador correspondiente es el operador

de momentum angular Lµν = i(xµ∂ν − xν∂µ).
La parte simétrica de la ecuación (1.13) corresponde a una transformación de

escala infinitesimal o dilatación, x′µ = (1 + α)xµ, cuyo generador es D = −ixµ∂µ.
Una demostración de que estos son los generadores para dichas transformaciones
puede encontrarse en [20]

1.2. Transformaciones conformes especiales y el ál-

gebra conforme

El término cuadrático de ε es un caso especial para las transformaciones con-
formes. Para analizar dicho término, se opera ∂ρ a la ecuación (1.7) y se permutan
los índices ρ, µ y ν, obteniendo las ecuaciones

∂ρ∂νεµ + ∂ρ∂µεν =
2

d
ηµν∂ρ(∂ · ε),

∂µ∂ρεν + ∂ν∂ρεµ =
2

d
ηρµ∂ν(∂ · ε), (1.14)

∂ν∂µερ + ∂µ∂νερ =
2

d
ηνρ∂µ(∂ · ε).

Sumando las últimas dos ecuaciones de (1.14) y restando la primera se obtiene

∂µ∂νερ =
1

d
(ηνρ∂µ + ηρµ∂ν − ηµν∂ρ), (1.15)

3



evaluando el término cuadrático de ε, ecuación (1.11), en la ecuación (1.15), se
obtiene que

cµνρ = ηµρβν + ηµνβρ − ηνρβµ, (1.16)

donde β = 1
d
cννµ. Esta transformación es llamada transformación conforme especial,

de donde se obtiene la transformación infinitesimal

x′µ = xµ + 2(x · β)xµ − (x · x)βµ, (1.17)

cuyo generador es [14]

Kµ = −i(2xµxν∂ν − (x · x)∂µ). (1.18)

Todos estos generadores: los generadores de Poincaré, el generador de escala y
el generador conforme especial, son los generadores del grupo conforme,

Pµ = −i∂µ,

Lµν = i(xµ∂ν − xν∂µ), (1.19)

D = −ixµ∂µ,

Kµ = −i(2xµxν∂ν − (x · x)∂µ).

Estos generadores obedecen las reglas de conmutación,

[D,Pµ] = iP,

[D,Kµ] = −iKµ,

[Kµ, Pν ] = 2i(ηµνD − Lµν),

[Kρ, Lµν ] = i(ηρµKν − ηρνKµ), (1.20)

[Pρ, Lµν ] = i(ηρµPν − ηρνPµ),

[Lµν , Lρσ] = i(ηνρLµσ + ηµσLνρ − ηµρLνσ − ηνσLµρ).

que definen el álgebra asociada al grupo conforme.

1.3. El grupo conforme

Contando el número de generadores de esta álgebra, se tiene que hay d tras-
laciones, d transformaciones especiales, 1 dilatación y d(d−1)

2
rotaciones, es decir,
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hay (d+2)(d+1)
2

generadores, que es exactamente la misma cantidad de generadores de
SO(d, 2), por lo que se puede definir un mapeo biyectivo entre ambos grupos, por
lo tanto, el álgebra conforme es isomorfa a SO(d, 2).

Denotando los generadores de SO(d, 2) por Jmn, con los índicesm,n ∈ {−1, 0, 1, · · · , d}.
Los generadores (1.19) pueden ser representados como

Jµν = Lµν ,

J−1,µ =
1

2
(Pµ −Kµ),

J0,µ =
1

2
(Pµ +Kµ), (1.21)

J−1,0 = D,

donde la coma entre los índices únicamente se utiliza como separación. En este
caso, los índices griegos pertenecen a {1, · · · , d}. Se puede notar que Jµν cumple
exactamente el mismo conmutador que el último mostrado en las ecuaciones (1.20).
Al conmutar las demás componentes de Jmn se obtiene

[J−10, J−1µ] = iJ0µ,

[J−10, J0µ] = iJ−1µ,

[J−1µ, J−1ν ] = iJµν ,

[J0µ, J0ν ] = iJµν ,

[J0ρ, Jµν ] = i(ηρµJ0ν − ηρνJ0µ), (1.22)

[J−1ρ, Jµν ] = i(ηρµJ−1ν − ηρνJ−1µ),

[J−1µ, J−1ν ] = iJµν ,

[J−1,µ, J0ν ] = iηµνD.

Donde se muestra que cada componente de Jmn cumple con la ecuación

[Jmn, Jpq] = i(ηmqJnp + ηnpJmq − ηmpJnq − ηnqJmp). (1.23)

Esto es equivalente el grupo de isometrías del espacio Anti de Sitter (AdS) [13]. Para
un espacio euclideano, la diagonal de la métrica ηmn es diag(−1, 1, 1, · · · 1). Mientras
que para una métrica de Minkowski, la diagonal es diag(−1,−1, 1, · · · 1) [24].
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2. TEORÍAS CONFORMES EN 2 DIMENSIONES

2.1. Transformaciones conformes para d = 2

En dos dimensiones, la restricción de que ε(x) es, como máximo, de segundo
orden en x no aplica, ver ecuación (1.11). Esto puede verse escribiendo por compo-
nentes la ecuación (1.7). En una métrica euclideana de dos dimensiones se encuentra
que

∂0ε0 = ∂1ε1, ∂0ε1 = −∂1ε0, (2.1)

donde se reconoce que tales ecuaciones son las ecuaciones de Cauchy-Riemann e
inmediatamente se concluye que sobre el plano complejo ε(x) es una función holo-
morfa sobre una región abierta. Esto motiva a utilizar las variables complejas z y z̄,
definidas de la siguiente manera

ε ≡ ε0 + iε1, z ≡ x0 + ix1,

ε̄ ≡ ε0 − iε1, z̄ ≡ x0 − ix1, (2.2)

∂z ≡
1

2
(∂0 − i∂1), ∂z̄ ≡

1

2
(∂0 + i∂1).

Es notable que en estas coordenadas el tensor métrico es

gµν =

(
0 1

2
1
2

0

)
, (2.3)

donde los índices corren sobre z y z̄. Se introduce la notación ∂ = ∂z, ∂̄ = ∂z̄ de acá
en adelante.

Usando las definiciones anteriores, se puede notar que las ecuaciones de Cauchy-
Riemann implican que

∂̄ε(z, z̄) = 0, ∂ε̄(z, z̄) = 0. (2.4)

La solución general a estas condiciones es aquella en la cual ε es una función arbi-
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traria de z (no depende de z̄) y ε̄ es una función arbitraria de z̄. El resultado de
lo anterior es que cualquier mapeo analitico sobre el plano complejo en sí mismo es
conforme. Dicho de otra manera, el grupo conforme en dos dimensiones es el conjun-
to de todos los mapeos analiticos en C ∪ {∞}. Este conjunto es dimensionalmente
infinito, correspondiente a los coeficientes de las series de Laurent necesarios para
especificar una función analítica en una vecindad [14].

Considerando una transformación conforme infinitesimal f(z) = z + ε(z), ya
que ε es una función holomorfa, f(z) también lo es. Lo mismo es válido para una
transformación f(z̄). Este hecho implica que una transformación del tensor métrico
es de la forma

ds2 = dzdz̄ =
∂f

∂z

∂f̄

∂z̄
dzdz̄. (2.5)

Donde es posible ver que el factor de escala para dos dimensiones es Λ =
∣∣∂f
∂z

∣∣2 .
2.2. Transformaciones conformes globales

Las transformaciones conformes de dos dimensiones deben ser invertibles y
mapear el espacio completo en sí mismo, incluyendo el punto en el infinito para
estar bien definidas. Las transformaciones que cumplen esto, son llamadas transfor-
maciones conformes globales, y el conjunto de todas ellas forman el llamado grupo
conforme especial [14].

Sea f(z) un elemento del grupo conforme especial, f(z) no debe tener ningún
punto de ramificación o singularidades esenciales ya que los mapeos no son definidos
de manera única al rededor de un punto de ramificación, mientras que en cualquier
vecindad, una singularidad esencial de f barre el plano complejo entero, por lo que
no es invertible. De tal manera, las únicas singularidades posibles son los polos [17],
por lo tanto, f puede escribirse como

f(z) =
P (z)

Q(z)
. (2.6)

Si P (z) tiene varios ceros distintos, entonces la imagen inversa de cero no está
definida de manera única, por lo que f no es invertible. Además, si P (z) tiene un cero
z0 de multiplicidad de orden n > 1, entonces la imagen de una pequeña vecindad de
z0 está envuelta n veces alrededor de 0, y por lo tanto, f no es invertible [17]. Los
mismos argumentos se aplican para Q(z) cuando se analiza el comportamiento de
f(z) cerca del punto en el infinito. Por lo tanto, P (z) y Q(z) pueden ser únicamente
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funciones lineales
f(z) =

az + b

cz + d
, (2.7)

donde a, b, c y d son números complejos.

Además, ya que la transformación debe ser invertible, el determinante ad− bc
debe ser distinto de cero. Por conveniencia, se toma la condición de normalización,
ad − bc = 1, donde por definición, el reescalamiento de las constantes no afecta la
transformación.

En general, estos mapeos son conocidos como transformaciones proyectivas,
pero en el plano complejo son llamados transformaciones de Möbius [17]. A cada
transformación de estas se le puede asociar una matriz

A =

(
a b

c d

)
. (2.8)

Se puede verificar que la composición de dos mapeos f1 ◦ f2 corresponde a la multi-
plicación de matrices A2A1. Es decir, el grupo conforme global en dos dimensiones
es isomorfo al grupo de matrices complejas de dos dimensiones con determinante
unitario, SL(2,C). Pero el grupo SL(2,C) es isomorfo al grupo de Lorentz de cua-
tro dimensiones SO(3, 1) ∼ SO(2, 2), es decir, es equivalente al grupo de isometrías
de AdS3[14] [13].

2.2.1. Las álgebras de Witt y de Virasoro

En física, muchas veces es útil empezar con las propiedades locales de una
teoría para luego estudiar las propiedades globales. Por ello se empieza esta sección
con el el grupo conforme local, que es el conjunto de todos los mapeos holomorfos
no necesariamente invertibles. Anteriormente se encontró que las transformaciones
conformes infinitesimales en dos dimensiones deben ser holomorfas en una región
abierta. Sin embargo, es completamente concebible que ε(z) tenga singularidades
aisladas fuera de dicha región [17]; por lo tanto, es natural asumir que ε(z) es en
general una función meromofa y permite una expansión de Laurent al rededor de
z = 0

f(z) = z + ε(z) = z +
∑
nεZ

εn(−zn+1). (2.9)

Lo mismo se cumple para z̄. Los parámetros εn, ε̄n son constantes infinitesimales.
El efecto de la transformación asociada a dicho término sobre un campo sin spin y
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adimensional es [14]
δφ = ε(z)∂φ+ ε̄(z̄)∂̄φ. (2.10)

Por lo tanto, el generador asociado con el m−ésimo término a tal transformación es

`m = −zm+1∂z. (2.11)

El cual es válido para cualquier m, con un correspondiente ¯̀
m en términos de z̄.

Teniendo los generadores, es posible construir el álgebra conforme asociada

[`m, `n] = (m− n)`m+n,

[¯̀m, ¯̀
n] = (m− n)¯̀

m+n, (2.12)

[`m, ¯̀
n] = 0.

Estas ecuaciones son conocidas como el álgebra de Witt. Ya que existe una
ecuación para z y para z̄, estas variables son tratadas como variables independientes
y no como una conjugada de la otra.

Utilizando la ecuación 2.11, se puede notar que la sub-álgebra generada por los
operadores `−1, ¯̀−1, `0, ¯̀

0, `1 y ¯̀
1 corresponde a los generadores de las transforma-

ciones conformes mencionadas en el capítulo 1. A este conjunto de generadores se le
conoce como grupo conforme global. Los generadores `−1 y ¯̀−1 generan traslaciones
en el plano complejo. De igual manera, con algunas manipulaciones, `1 y ¯̀

1 gene-
ran traslaciones conformes especiales. Mientras que los operadores `0 y ¯̀

0 generan
dilataciones y rotaciones.

Sin embargo, el álgebra de Witt no es la historia completa. Esta álgebra admite
lo que se conoce como una extensión central. Las extensiones centrales son un tema
importante en la teoría de Lie de dimensión infinita. Las extensiones centrales son
necesarias en física, ya que el grupo de simetrías de un sistema cuántico es usual-
mente una extensión central del grupo de simetrías clásico. De la misma manera, la
correspondiente álgebra de Lie de un sistema cuántico es, en general, una extensión
central del álgebra clásica [21].

Específicamente, las extensiones centrales en el álgebra permiten que las re-
presentaciones proyectivas se conviertan en representaciones reales. Es decir, una
representación proyectiva es una representación con cierto factor de escala. En teo-
ría cuántica de campos (QFT), con mayor frecuencia se encuentran representaciones
proyectivas, el estado |φ〉 es físicamente indistinguible de cualquier múltiplo escalar
distinto de cero, c |φ〉. Sin embargo, hay una equivalencia entre las representaciones
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proyectivas y una representación real con cierta extensión central [21]. Por lo tanto,
es útil estudiar esta extensión para poder considerar representaciones verdaderas del
grupo conforme.

La extensión central del álgebra de Witt es el álgebra de Virasoro. Expresada
en términos de sus elementos L, L̄, es descrita por:

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n + cg(m,n), c ∈ C,

[L̄m, L̄n] = (m− n)L̄m+n + c̄g(m,n), (2.13)

[Lm, L̄n] = 0.

Se puede observar que la función g(m,n) es antisimétrica en sus argumentos. La
constante c es conocida como carga central y va a ser de gran importancia en seccio-
nes posteriores de esta tesis. Sin pérdida de la generalidad, se hace solo un análisis
utilizando [Lm, Ln] con el fin de encontrar la función g(m,n), ya que también se
puede tomar [L̄m, L̄n].

Para redefinir Ln, n 6= 0, y L0 se puede considerar g(1,−1) = 0 y además
g(n, 0) = 0. Para encontrar la función g(m,n) debe utilizarse la identidad de Jacobi,

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0, (2.14)

ya que Ln reemplaza a `n, y porque `n es elemento de un álgebra de Lie, Ln debe
cumplir dicha identidad.

Sustituyendo Lm, Ln y L0 en (2.14) se muestra que g(m,n) = 0 si m + n 6= 0.
Luego, sustituyendo en la identidad de Jacobi Ln, L−1 y Ln−1, se llega a la relación
de recurrencia

(n− 2)g(n,−n) = (n+ 1)g(n− 1,−(n− 1)). (2.15)

Utilizando como condición de normalización por conveniencia para la constante c,
g(2,−2) = 1

2
, e introduciendo la notación g(n,−n) = gn, es posible factorizar dicha
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recurrencia de la siguiente manera

gn =

(
n+ 1

n− 2

)
gn−1

=

(
n+ 1

n− 2

)(
n

n− 3

)(
n− 1

n− 4

)
· · ·
(

5

2

)(
4

1

)
g2

=
1

2
· 1

3
· 1

2
· (n+ 1)!

(n− 2)!

=
1

12
(n3 − n). (2.16)

Un análisis similar es posible para L̄n y c̄. Por lo que el álgebra de Virasoro se
reescribe como

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c

12
(m3 −m)δm+n,0,

[L̄m, L̄n] = (m− n)L̄m+n +
c̄

12
(m3 −m)δm+n,0, (2.17)

[Lm, L̄n] = 0.

Se puede notar que la extensión central no afecta la subalgebra finita de las trans-
formaciones conformes.
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3. OPERADORES PRIMARIOS Y

CORRELADORES

En este capítulo se estudian los campos de interés para las teorías de campos
conformes en dos dimensiones. Sobre el plano complejo, se consideran los campos
φ(x0, x1) → φ(z, z̄). Un campo quiral o holomorfo (anti-quiral o anti-holomorfo) se
define como un campo que depende sólo de z (z̄).

Se define una dimensión holomorfa, h, y una dimensión anti-holomorfa, h̄,
cuando, bajo un escalamiento z → λz, un campo φ se transforma de acuerdo a

φ(z, z̄)→ φ′(z, z̄) = λhλ̄h̄φ(λz, λ̄z̄). (3.1)

Bajo una transformación z → f(z) generada por el álgebra de Virasoro, un campo
que se transforma como

φ(z, z̄)→ φ′(z, z̄) =

(
∂f

∂z

)h(
∂f̄

∂z̄

)h̄
φ(f(z), f̄(z̄)), (3.2)

es conocido como un campo primario. Si las tranformaciones son generadas sola-
mente por transformaciones globales, entonces el campo es conocido como campo
cuasi-primario. Se puede observar que todo campo primario es cuasi-primario.

Bajo una transformación conforme infinitesimal de coordenadas zµ → f(z) =

zµ + ε(z)µ, la ecuación (3.2) se transforma como

φ(z + ε(z), z̄) = φ(z) + ε(z)∂zφ(z, z̄) +O(ε2), (3.3)

de donde se observa que el campo se tranforma infinitesimalmente como

φ(z, z̄) = φ(z, z̄) +
(
h∂zε+ ε∂z + h̄∂z̄ ε̄+ ε̄∂z̄

)
φ(z, z̄). (3.4)
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3.1. Tensor de momentum-energía

Para una teoría cuántica de campos, la variación de la acción S, considerando
una transformación infinitesimal general de coordenadas, es de la forma

δS =

∫
ddxT µν∂µεν , (3.5)

donde T µν es el tensor de momentum-energía. El tensor de momentum-energía es
el responsable de las variaciones de curvatura en el espacio-tiempo. Por el teorema
de Noether, para la simetría continua en la transformación infinitesimal general de
coordenadas mencionada anteriormente, la corriente conservada es

jµ = Tµνε
ν . (3.6)

Para todo ε se cumple
∂µjµ = 0. (3.7)

Sin embargo, en el caso particular en que ε es una constante, la corriente conservada
es precisamente el tensor de momentum-energía, es decir, ∂µTµν . Para ε como una
función en un álgebra conforme, se cumple

∂µjµ = (∂µTµν)ε
ν + Tµν(∂

µεν)

= Tµν(∂
µεν). (3.8)

Ya que para teorías con invariancia de Lorentz el tensor de momentum-energía es
simétrico, la ecuación (3.8) implica que

∂µjµ =
1

2
Tµν(∂

µεν + ∂νεµ). (3.9)

Luego, utilizando (1.7) y la ecuación anterior se obtiene

∂µjµ =
1

2
Tµν(

2

d
(∂ · ε)ηµν), (3.10)

donde los términos 2
d
(∂ · ε) siendo números reales no hacen cero la expresión, y la

métrica ηµν obtiene la traza de Tµν . Entonces, de lo anterior y (3.7), se tiene que
para teorías conformes

T µµ = 0. (3.11)

Haciendo enfoque en el tensor de momentum-energía para CFTs euclideanas
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en dos dimensiones, se procede a hacer un cambio de coordenas complejo, bajo el
cual Tµν se transforma como

Tµν =
∂x′µ

∂xρ
∂x′ν

∂xσ
Tρσ. (3.12)

Entonces, utilizando (2.2), se determina que

Tzz =
1

4
(T00 − 2iT10 − T11) =

1

2
(T00 − iT10), (3.13)

Tz̄z̄ =
1

4
(T00 + 2iT10 − T11) =

1

2
(T00 + iT10), (3.14)

Tzz̄ = Tz̄z =
1

4
(T00 + T11) = 0. (3.15)

En teoría de campos se denota Tzz̄ ≡ Θ. Usando la conservación de T,

∂0T00 + ∂1T10 = ∂0T01 + ∂1T11 = 0, (3.16)

se muestra que
∂z̄Tzz = 0. (3.17)

Y de la misma manera
∂zTz̄z̄ = 0. (3.18)

Por lo tanto, las componentes que no desaparecen del tensor de momentum-energía
son campos quirales, Tzz = T (z), y antiquirales, Tz̄z̄ = T̄ (z̄). El tensor T es holo-
morfo.

3.2. Cuantización radial

Es conveniente compactificar la dirección del espacio x1 de la teoría euclideana
sobre un círculo de radio R = 1. Esta CFT vive sobre un cilindro infinito descrito
por la coordenada compleja w = x0 + ix1. Para representar la cuantización radial
en dos dimensiones, se mapea dicho cilindro a el plano complejo vía

z = e−iw. (3.19)

Esto mapea el infinito-pasado al origen del plano complejo y el infinito-futuro
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Figura 3.1. Compactificación de la dirección del espacio euclideano sobre un cilindro.
Fuente: J. Qualls [19].

a el punto en el infinito. Las traslaciones de tiempo x0 → x0 + a se asignan a las
dilataciones z → eaz, y las traslaciones espaciales x1 → x1+b se asignan a rotaciones
z → eibz. En la figura 3.1 se puede ver un diagrama representativo de los mapeos
en la cuantitación radial. Teniendo en cuenta lo anterior, la carga asociada a la
corriente conservada [14], (3.6), con una simetría conforme es

Q =

∫
dx1j0. (3.20)

Esta carga es el generador de transformaciones simétricas para el operador A

δA = [Q,A]. (3.21)

En esta situación, el conmutador (3.21) está evaluado en tiempos iguales, en la
cuantización radial, esto corresponde a |z| constante. Por lo tanto, la integral (3.20)
sobre las coordenadas reales se transforma en una integral de contorno en el plano
complejo sobre un camino circular

Q =
1

2πi

∮
C

(
dzT (z)ε(z) + dz̄T̄ (z̄)ε̄(z̄)

)
. (3.22)

Esto permite determinar la transformación infinitesimal de un campo φ, δφ = [Q, φ],
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Figura 3.2. Suma de la integral de contorno representando la ecuación (3.25). Fuente: J.
Qualls [19].

como

δεφ(w, w̄) =
1

2πi

∮
C
dz [T (z)ε(z), φ(w, w̄)] +

1

2πi

∮
C
dz̄ [T̄ (z̄)ε̄(z̄), φ(w, w̄)]. (3.23)

Sin embargo, las funciones de correlación en QFT están definidas en términos de un
producto de ordenamiento temporal. Para la cuantización radial en cuestión, esto
se traduce a un producto de ordenamiento radial

RA(z)B(w) =

{
A(z)B(w) |z| > |w|,
B(w)A(z) |w| > |z|.

(3.24)

Pero, usando el hecho de que∮
dz [A(z), B(w)] =

∮
|z|>|w|

dz A(z)B(w)−
∮
|z|<|w|

dz B(w)A(z)

=

∮
C(w)

dz RA(z)B(w), (3.25)

donde el contorno de la última integral se toma alrededor del punto w, (una idea
clara y gráfica de (3.25) se muestra en la figura 3.2), se observa que (3.23) se reescribe
como

δεφ(w, w̄) =
1

2πi

∮
C(w)

dz ε(z)RT (z)φ(w, w̄) + parte anti-quiral. (3.26)

Para un campo primario sobre el espacio cilíndrico en consideración, (3.4) se
escribe como

δε,ε̄φ(w, w̄) =
(
[h∂wε(w) + ε(w)∂w] + [h̄∂̄w ε̄(w) + ε̄(w)∂̄w)]

)
φ(w, w̄). (3.27)
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Utilizando la fórmula integral de Cauchy,

f (n)(z0) =
n!

2πi

∮
C(z0)

f(z)

(z − z0)n+1
dz, (3.28)

para reescribir los términos tanto h∂wε(w)φ(w, w̄) y ε(w)∂wφ(w, w̄) como sus equi-
valentes anti-quirales como integrales de contorno, se obtiene la expresión

RT (z)φ(w, w̄) =
h

(z − w)2
φ(w, w̄) +

1

z − w
∂wφ(w, w̄) + · · · (3.29)

donde se han omitido los términos no-singulares [14].

Las expresiones como la ecuación (3.29) se llaman expansiones de producto de
operador (OPE). En el desarrollo posterior se omitirá el símbolo R y se asumirá
ordenamiento radial en un producto de operadores. Las OPE son la idea de que dos
operadores locales insertados en puntos cercanos pueden ser aproximados por una
cadena de operadores en uno de estos puntos. Aparte de la definición original, es
posible definir un campo primario como uno cuyo OPE con el tensor de momentum-
energía toma la forma (3.29).

Un hecho de interés para este texto es el estudiar si el tensor de momentum-
energía es un operador primario. Para estudiar esto, se debe hacer el OPE del tensor
de momentum-energía con si mismo, se puede demostrar del hecho de que el tensor
de momentum-energía es holomorfo y que los operadores de Virasoro que generan
las transformaciones conformes infinitesimales son los modos de Laurent de dicho
tensor, es decir

T (z) =
∑
n∈Z

z−n−2Ln, Ln =
1

2πi

∮
dz zn+1T (z). (3.30)

Para una transformación conforme particular ε(z) = −εnzn+1, la carga asociada es

Qn =

∮
dz

2πi
T (z)ε(z) = −εnLn. (3.31)

También es posible encontrar el álgebra de Virasoro a partir de expandir el tensor
de momentum-energía en series de Laurent, hacer el OPE del tensor de momentum-
energía consigo mismo (TT OPE) y conmutar los modos de Laurent. Desde este
punto de vista, se puede entender lo que significa la extensión central. Un desarrollo
detallado se encuentra en [14]. El requisito de que estos modos obedezcan al álgebra
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de Virasoro conduce al TT OPE

T (z)T (w) =
c/2

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)2
+
∂wT (w)

z − w
+ · · · . (3.32)

Lo que este resultado de OPE significa es que, en general, el tensor de momentum-
energía no es un campo primario. La única manera en que T sea un campo primario
es si la carga central c es igual a cero. Sin embargo, T(z) es un campo cuasi-primario
de dimensión conforme (h, h) = (2, 0).

Para determinar como T se transforma infinitesimalmente es necesario hacer
la integral de contorno (3.26)

δεT (z) =
1

2πi

∮
C(z)

dw ε(w)T (w)T (z)

=
c

12
∂3
z ε(z) + 2T (z)∂zε(z) + ε(z)∂zT (z). (3.33)

Con esto, puede mostrarse que bajo una transformación f(z) = z + ε(z), el tensor
de momentum-energía se transforma como

T (z)→ T ′(z) =

(
∂f

∂z

)2

T (f(z)) +
c

12
S(f(z), z), (3.34)

donde
S(w, z) =

1

(∂zw)2

(
(∂zw)(∂3

zw)− 3

2
(∂2
zw)2

)
, (3.35)

la cantidad S es conocida como la derivada de Schwartz.

3.3. Funciones de correlación

En teoría cuántica de campos las funciones de correlación describen procesos de
dispersión. En CFT su invarianza es de gran importancia porque es posible calcular
la estructura exacta de las funciones de correlación de dos puntos y tres puntos hasta
una constante que asume la invarianza conforme [14]. La definición de funciones de
correlación puede ser derivada por medio del formalismo de la integral de camino

〈φ(t1)φ(t2) · · ·φ(tN)〉 =

∫
Dφφ(t1)φ(t2) · · ·φ(tN) exp (iSφ(t))∫

Dφ exp (iSφ(t))
(3.36)
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donde ya se asume un ordenamiento temporal en los operadores. Y en este caso, S
es la acción.

Usando la invarianza de las transformaciones conformes se puede determinar la
estructura de la función de correlación de dos puntos para una CFT. Sea entonces
la función de dos puntos

〈φ1(z)φ2(w)〉 = g(z, w), (3.37)

donde φ1(z) y φ2(w) son campos primarios. La invarianza traslacional implica que
g(z, w) depende únicamente de la diferencia entre z y w,

g(z, w) = g(z − w). (3.38)

En el caso de las dilataciones o escalamientos, se sabe de la definición (3.2) que
se debe cumplir

〈λh1φ1(λz)λh2φ2(λw)〉 = λh1+h2g(λ(z − w)) = g(z − w). (3.39)

De donde la función de dos puntos debe cumplir

g(z − w) =
d12

(z − w)h1+h2
(3.40)

donde d12 es una constante. Utilizando la invariancia de las transformaciones con-
formes especiales es posible restringir aún más g(z, w). Estas transformaciones están
compuestas de traslaciones e inversiones [14], y ya que las traslaciones ya restringie-
ron en (3.38), se hace énfasis en las inversiones f(z) = −1

z

〈φ1(z)φ2(w)〉 =

〈
1

z2h1

1

w2h2
φ1(
−1

z
)φ2(
−1

w
)

〉
(3.41)

=
1

z2h1w2h2

d12

(−1
z

+ 1
w

)h1+h2
(3.42)

=
d12

(z − w)h1+h2
, (3.43)

donde la igualdad de (3.42) a (3.43) demanda que h1 = h2. Por lo que la función de
correlación de dos puntos tiene la forma

〈φ1(z)φ2(w)〉 =
d12δij

(z − w)2hi
. (3.44)

De una manera más general, una función de correlación de dos puntos con
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argumentos z y z̄ escrita como G(2) = 〈φ1(z1, z̄1)φ2(z2, z̄2)〉 debe cumplir para cada
campo con (3.2) y (3.27), por lo tanto

{[h1∂ε(z1) + ε(z1)∂z1 ] + [h2∂ε(z2) + ε(z2)∂z2 ] (3.45)

+[h̄1∂̄ε̄(z1) + ε̄(z1)∂̄z1 ] + [h̄2∂̄ε̄(z2) + ε̄(z2)∂̄z2 ]}G(2) = 0.

Nuevamente, la simetría traslacional requiere que G(2) dependa únicamente de z12 =

z1 − z2 y z̄12 = z̄1 − z̄2. La simetría rotacional, ε = z y ε̄ = z̄, requiere que G(2) =

C12/(z
h1+h2
12 z̄h̄1+h̄2

12 ). Y finalmente, para ε = z2 y ε̄ = z̄2, se requiere que h1 = h2 = h

y h̄1 = h̄2 = h̄. El resultado es que la función de dos puntos para una CFT de dos
dimensiones tiene la forma

G(2) =
C12

zh12z̄
h̄
12

. (3.46)

Con la misma línea de razonamiento se puede encontrar una expresión para
la función de correlación de tres puntos hasta una constante. Es decir, usando las
simetrías para la traslación, el reescalado o dilatación y las inversiones, se obtiene

〈φ1(z1)φ2(z2)φ3(z3)〉 =
C123

zh−2h3
12 zh−2h1

23 zh−2h2
13

. (3.47)

Para cualquier función de correlación de número mayor no se tienen suficientes
restricciones para escribirla de una manera similar a las de dos y tres puntos [19].

3.3.1. Identidades de Ward

Para concluir este capítulo, se discutirán las llamadas identidades de Ward,
identidades de los correladores resultantes de las simetrías de la teoría. Primero, se
consideran las condiciones sobre los correladores de n puntos para transformaciones
conformes globales. Recordando que las transformaciones conformes globales corres-
ponden a los generadores de Virasoro Lk, L̄k, con k = 0,±1. Para estos correladores,
los estados de vacío satisfacen [14]

〈0|Lk = 0, Lk|0〉 = 0, (3.48)

y de la misma manera para L̄k. Para los campos cuasi primerios φi, se sigue que

0 = ε〈0|Lkφ1 · · ·φn|0〉

= ε〈0|[Lk, φ1] · · ·φn|0〉+ · · ·+ 〈0|φ1 · · · [Lk, φn]|0〉 (3.49)
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donde ε es un parámetro infinitesimal. Estos conmutadores en los que intervienen
los generadores de Virasoro solo dan un cambio infinitesimal para los campos cuasi-
primarios dados por la ecuación (3.27. Usando esta expresión para los k = 0,±1

modos de ε, se encuentra que la ecuación (3.49) es equivalente a∑
i

∂zi〈φ1(z1) · · ·φn(zn)〉 = 0, (3.50)∑
i

(zi∂zi + hi)〈φ1(z1) · · ·φn(zn)〉 = 0, (3.51)∑
i

(z2
i ∂zi + 2hizi)〈φ1(z1) · · ·φn(zn)〉 = 0. (3.52)

Para derivar la identidad de Ward conforme se utilizará el álgebra conforme
global. Se considera una colección de operadores localizados en los puntos wi al rede-
dor de algún contorno z (ver figura 3.3). Para realizar una transformación conforme
dentro de esta región, se integra ε(z)T (z) dentro de este contorno. Este contorno
único que abarca a todos los operadores se puede deformar a una suma de términos,
cada término proviene de un contorno alrededor de un operador individual. Entonces

〈
∮

dz

2πi
ε(z)T (z)φ1(w) · · ·φn(wn)〉

=
n∑
i=1

〈φ1(w) · · ·
(∮

dz

2πi
ε(z)T (z)φi(w)

)
· · ·φn(wn)〉, (3.53)

=
n∑
i=1

〈φ1(w) · · · δεφi(w) · · ·φn(wn)〉, (3.54)

donde δεφ está dada por la ecuación (3.4).

Utilizando de nuevo la integral de Cauchy para expresar h∂wε(w)φ(w, w̄) y
ε(w)∂wφ(w, w̄) en términos de una integral de contorno, se tiene

0 =

∮
dz

2πi
ε(z)

[
〈T (z)φ1(w) · · ·φn(wn)〉

−
n∑
i=1

(
hi

(z − wi)2
+

1

z − wi
∂wi

)
〈φ1(w) · · ·φn(wn)〉

]
. (3.55)

Finalmente, esta expresión debe ser cierta para todo ε = −zn+1. Por lo que el
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Figura 3.3. Deformación de contornos. Fuente: J. Qualls [19].

integrando debe hacerse cero, y así se encuentra la identidad de Ward conforme

〈T (z)φ1(w) · · ·φn(wn)〉 =
n∑
i=1

(
hi

(z − wi)2
+

1

z − wi
∂wi

)
〈φ1(w) · · ·φn(wn)〉. (3.56)
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4. “c” ES POR CARDY, “c” ES POR CASIMIR

4.1. “c” es por Casimir

Se puede notar que el término extra de la transformación (3.34) de T no depen-
de de T en sí mismo. En particular, ese término es el mismo al ser evaluado sobre
todos los estados. Este unicamente afecta el término constante o estado fundamental.
En otras palabras, es la energía de Casimir del sistema [22].

Un ejemplo útil para la teoría de cuerdas [22] es considerar el cilindro euclidiado
de la figura 3.1 bajo la parametrización z = e−iw mencionada en sección 3.2. Esta
transformación ya se discutió en dicha sección, pero se retomará aquí por comodidad.
El hecho de que el cilindro y el plano estén relacionados por un mapeo conforme
significa que si se conoce una CFT dada sobre un cilindro, inmediatamente se puede
entender sobre un plano y viceversa. La manera en que se transforma T para este
caso puede verse al calcular la derivada de Schwartz, la cual da como resultado
S(z, w) = 1/2. Por lo que

Tcilindro(w) = −z2Tplano(z) +
c

24
. (4.1)

Suponiendo que el estado fundamental de energía se hace cero cuando la teoría
se define sobre el plano, 〈Tplano〉 = 0, es natural preguntarse lo que pasa en el
cilindro. Para esto, se debe observar el hamiltomiano definido en términos del tensor
de momentum-energía

H ≡ −
∫
dx0(Tww + T̄w̄w̄). (4.2)

De donde la transformación conforme muestra que el estado fundamental de energía
sobre el cilindro es

E = −2π(c+ c̄)

24
. (4.3)

Lo cual es, efectivamente, la energía de Casimir sobre un cilindro [22]. Para un campo
escalar libre, se tiene que c = c̄ = 1 por lo que la densidad de energía E/2π = −1/12

[14] [22].
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4.2. “c” es por Cardy

En el efecto Casimir se muestra que la carga central provee una contribución
extra a la energía. Además en la anomalía de Weyl, de igual manera, se encuentra
que la carga central establece una contribución a la energía [22] En esta sección se
demostrará una propiedad de la carga central: esta da información sobre la densidad
de estados de alta energía.

Se considera una teoría conforme de campos sobre un toro. Donde nuevamente
se considera x0 ∈ [0, 2π), pero ahora, la parte temporal también se hace periódica,
x1 ∈ [0, β).

La función de partición de una teoría con tiempo euclídeo periódico tiene una
interpretación natural, está relacionada a la energía libre de una teoría con tempe-
ratura T = 1/β, es decir, con función de partición [22] [24]

Z[β] = tr e−βH = e−βF . (4.4)

A temperaturas muy bajas β → ∞, la energía libre es dominada por el estado de
menor energía. Los demás estados son suprimidos exponencialmente. Pero, como
se observó anteriormente, el estado de energía del vacío sobre un cilindro tiene la
energía de Casimir (4.3). En el límite de baja temperatura, la función de partición
es entonces aproximada a

Z → ecβ/12. (4.5)

Ahora se considera un truco conveniente. En el espacio euclideano, ambas di-
recciones sobre el toro están en la misma condición. Por lo tanto, se tiene la libertad
de decidir que x0 es el “tiempo” y x1 el “espacio”. Lo cual no afecta el valor de la
función de partición. Tomando en cuenta este intercambio, para comparar a la fun-
ción de partición original, se requiere que la dirección espacial esté dentro del rango
[0, 2π), lo cual se puede arreglar haciendo el reescalamiento

x0 → 2π

β
x0, x1 → 2π

β
x1. (4.6)

El caso es completamente igual al anterior, excepto que ahora x0 toma valo-
res entre [0, 4π2/β), esto establece el comportamiento a altas temperaturas para la
función de partición

Z[β′]→ ecπ
2/3β′ , (4.7)

para β′ → 0. Pero, para el límite de temperaturas muy altas, la función de partición
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es un muestreo de todos los estados. Sin embargo, este muestreo está dominado por
los estados de mayor energía [22]. Por tanto, este cálculo establece cuantos estados
con alta energía hay en el sistema.

Para ver esto de una manera más explícita, se hará un análisis con herramientas
elementales de mecánica estadística. Cualquier sistema tiene una densidad de estados
ρ(E) = eS(E), donde S(E) es la entropía del sistema. La energía libre, F , está dada
por

e−βF =

∫
dEρ(E)e−βE =

∫
dEeS(E)βE. (4.8)

En dos dimensiones, todos los sistemas tienen una entropía que escala a energías
altas como

S(E)→ N
√
E, (4.9)

donde el coeficiente N cuenta el número de grados de libertad. El hecho de que
S ∼

√
E es equivalente al hecho de que F ∼ T 2, como corresponde a una densidad

de energía en una teoría con una dimensión espacial [22]. Para ver esto, únicamente
se necesita aproximar la integral para un punto silla S ′(E∗) = β [22]. Por (4.9), esto
da la energía libre

F ∼ N2T 2. (4.10)

Se puede reformular lo anterior en términos de la carga central. En una teoría
conforme de campos, la entropía estados de alta energía está dada por

S(E) ∼
√
cE, (4.11)

esto se conoce como la fórmula de Cardy.
La conexión entre la carga central y los grados de libertad en una teoría de

campos se observa en el resultado de Zamolodchikov conocido como el teorema C
[23][7]. La idea del teorema C es condicionar el comportamiento del flujo del grupo
de renormalización sobre el espacio de todas las teorías de campos. Este se explicará
detalladamente en los siguientes capítulos.
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5. FLUJOS DEL GRUPO DE

RENORMALIZACIÓN

5.1. Grupo de Renormalización

El grupo de renormalización (RG) es sin duda uno de los conceptos más im-
portantes en la teoría cuántica de campos, en el sentido de que es una herramienta
que describe el comportamiento de las distintas QFTs [24]. Las ideas básicas fueron
desarrolladas simultáneamente la física de altas energías y en la física de materia
condensada [24]. Sin embargo, en este documento únicamente se tomará el punto de
vista de la física de altas energías.

En el estudio de la física, es posible notar que la descripción de un sistema
físico depende mucho de la escala de energía, o equivalentemente, de la escala de
longitud a la cual se desea analizar dicho sistema. En este capítulo se estudiará
cómo la teoría conforme de campos es esencial para estudiar este tema en la teoría
cuántica de campos. Por ejemplo, considerando un balde de agua. En la escala de
centímetros, la mejor descripción para estudiar la física del sistema es en términos de
las ecuaciones de hidrodinámica. Sin embargo, a escala de distancias atómicas esta
descripción ya no es útil, ya que las ecuaciones de hidrodinámica son válidas para
longitudes de onda mayores a los tamaños de las moléculas en cuestión. A dichas
escalas, la descripción más acertada es hecha por medio de la mecánica cuántica y la
física nuclear. Si se desea describir el sistema a escalas más pequeñas, por ejemplo,
debe estudiarse por medio de la cromodinámica cuántica, QCD. Se puede concluir
de esto que cada vez que se desea analizar un sistema físico, se debe establecer a
qué escala de energía o longitud se está tratando de estudiar.

La situación es similar en teoría cuántica de campos. Una QFT viene equipa-
da con algún cutoff ultravioleta Λ, es decir, la escala de energía después de la cual
son necesarios nuevos grados de libertad [4]. En esta teoría, es imposible saber que
pasa más allá de la energía Λ, o equivalentemente, a distancias menores que Λ−1,
ya que al considerarlas se encuentran divergencias [24]. Una de las características
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destacables es que a pesar de que no se ha encontrado una teoría completa de la
gravedad cuántica, aún así, es posible calcular resultados observables usando física
de baja energía [24]. En algunas referencias, establecer un cutoff Λ es conocido como
regularizar una teoría. La idea completa del RG en QFT es una manera de parame-
trizar esta ignorancia en términos de las constantes de acoplamiento o interacción
que serán medidas en un experimento entre grados de libertad con energía menor
a la del cutoff. Una vez se hace esta “calibración”, la teoría cuántica de campos es
predictiva [24].

5.2. Flujo de Grupo de Renormalización

En el marco del RG, primero se deben enumerar los grados de liberad que se
desean estudiar, es decir, el contenido del campo [4]. Considerando una teoría de
campos libre con una acción S0. A continuación, se escribe la acción más general
que involucra las interacciones de estos grados de libertad, compuesta de términos
que incorporan las simetrías que se quieren estudiar, transformaciones de simetría
global por ejemplo, o transformaciones Z2 discretas. Las interacciones locales se
pueden encontrar en términos de

Sint =

∫
ddx

∑
giOi(φ).

Estos términos consisten en operadores construídos de campos de baja energía y
constantes de acoplamiento gi describiendo la fuerza relativa de las interacciones
[24]. Para calcular estas cantidades, se usa la integral de camino

Z ≡
∫
Dφe−S. (5.1)

Las variables de integración de la integral de camino son las componentes de Fourier
φk del campo [24]. Para imponer un cutoff Λ se requiere que∫

Dφ =
∏
|k|<Λ

∫
dφk.

El interés principal de esto yace en relacionar las constantes de acoplamiento
en una teoría con cutoff de energía Λ a las constantes de acoplamiento de una teoría
con cutoff bΛ con b < 1 [4]. Se redefine ahora φ → φ + φ′, donde φ′ tiene modos
de Fourier distintos de cero en bΛ < |k| < Λ y φ tiene modos de Fourier distintos
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de cero en |k| < bΛ. Integrando el campo φ (lo que significa integrar los modos de
Fourier) da un resultado escrito en términos de φ. Sea cual sea el resultado, se incluye
de nuevo cambiando el lagrangiano a uno nuevo, un lagrangiano efectivo, Leff . La
desaparición explícita de los modos cuánticos de energía más alta se compensa con
algún cambio en el lagrangiano [4].

En general, Leff contiene todos los términos posibles que involucran a φ y
sus derivados. Esto incluye términos que ya estaban presentes en el lagrangiano
original. La integración de estos modos tiene el efecto de cambiar los coeficientes de
los términos en el lagrangiano. El lagrangiano efectivo está parametrizado por los
coeficientes de estos términos, y el acto de integrar los modos se puede considerar
como moverse dentro del espacio de todos los lagrangianos posibles [4].

Si se considera el caso en que b es infinitesimalmente menor que 1, Leff será
infinitesimalmente cercano al original L. Integrar repetidamente estas capas finas en
el espacio de momento corresponde a un movimiento suave a través de este espacio
lagrangiano, esto es lo que se conoce como flujo de grupo de renormalización. Un
análisis más cuidadoso de una teoría particular llevaría a la función beta β(g) que
describe la dependencia de un parámetro de acoplamiento en una escala de energía
µ [24]

β(g) =
∂g

∂ log(Λ)
= Λ

∂g

∂Λ
. (5.2)

Donde se observa que esto representa solo seleccionar el exponente de la dependencia
energética en el acoplamiento. El interés de este texto está en describir el compor-
tamiento de estas funciones β, mas no en en calcularlas para teorías específicas.

5.3. Física sobre diferentes escalas espaciales

En este punto, se puede observar que algunas teorías con invariancia conforme
clásica no mantienen la invariancia conforme en una teoría cuántica. Por ejemplo,
en la teoría φ4 en d = 4 dimensiones se tiene un bucle en la función β [24]

β(g) =
3

16π2
g2.

El signo positivo en esta expresión significa que la constante de acoplamiento au-
menta con la energía [4]. De la misma manera, para la electrodinámica cuántica
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(QED) sin masa, se tiene un bucle en la función β [24]

β(e) =
e3

12π2
.

Esto contrasta con el bucle para QCD [24],

β(g) = −
(

11− 2Nf

3

)
g3

16π2
.

En virtud del hecho de que Nf ≤ 16 en nuestro universo (en el último recuento [24]),
Esta función β dice que el acoplamiento disminuye con la energía. Esto se conoce
como libertad asintótica. Cada una de estas teorías, aunque es clásica, tiene escalas
de longitud introducidas a través de efectos cuánticos [24].

5.4. Relevante, irrelevante y marginal

Las funciones β que controlan el flujo RG son de tipo gradiente; la topología del
flujo RG está controlada por puntos fijos [24]. Los puntos fijos son aquellos puntos
en el espacio de parámetros de acoplamiento que tienen la función β igual a cero. Si
β es cero, el acoplamiento es una constante, es decir, es invariante de escala espacial
y no cambia con la escala de energía. Un punto fijo g∗ del RG corresponde, por lo
tanto, a una QFT invariante de escala (y en lo que respecta actualmente, invariante
conforme [14]). Por lo tanto, estos puntos fijos son cruciales para la comprensión de
todas las QFTs.

Para aclarar la manera en que el flujo de RG es controlado por estos puntos
fijos, se considera cómo es el flujo RG en la vecindad de un punto fijo. En el espacio
de parámetros de las QFTs, una dirección particular puede ser estable o inestable
[4]. Una dirección estable es atractiva, en el sentido de que un flujo a lo largo de esta
dirección fluirá hacia el punto fijo. Una dirección inestable es repulsiva y fluye lejos
de puntos fijos. También hay direcciones marginales correspondientes a flujos en los
que el acoplamiento no cambia. Ejemplos de estos tipos de flujos se pueden ver en la
figura 5.1, donde un flujo marginal podría corresponder, por ejemplo, al movimiento
fuera de la página. Los flujos verdaderamente marginales son un poco inusuales en
mecánica cuántica [19]. Un punto genérico en este diagrama corresponde a alguna
teoría cuántica de campos general, por ejemplo, QCD en alguna escala de energía
descrita por algún conjunto de acoplamientos. Las propiedades de esta QFT, sin
embargo, están dictadas en gran medida por el punto fijo.
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Figura 5.1. Ejemplo del flujo de grupo de renormalización en el espacio de dos acoplamien-
tos. El punto g∗ es un punto fijo, los flujos estables e inestables son visibles. La dirección
de las flechas representa el flujo de altas energías a bajas energías. Fuente: J. Qualls [19].

Habiendo comprendido el flujo de RG, es posible caracterizar las interacciones
que aparecen en las teorías. Las interacciones son relevantes si son inestables y se
alejan del punto fijo, se dice que los operadores relevantes crecen en el infrarrojo.
En términos generales, los operadores relevantes tienen la dimensión ∆ < d [24].
Esto puede verse a partir de un conteo ingenuo de las potencias de energía en cada
operador. Si un operador tiene ∆ < d, entonces para tener una acción adimensional,
el acoplamiento asociado debe tener alguna dimensión de escala. Esta dimensión de
escala determinará cómo fluye el acoplamiento, es decir, si el operador contribuye
más o menos a bajas energías [24]. Las interacciones son irrelevantes si son atractivas
en el diagrama de flujo RG. Los operadores irrelevantes no son importantes en el
infrarrojo y generalmente tienen la dimensión ∆ > d [24]. Finalmente, hay inter-
acciones u operadores marginales. Los operadores marginales son invariantes bajo
transformaciones de escala. En lugar de tener puntos fijos aislados, se puede tener
una variedad completa de invariancia conforme [24]. Los operadores marginales ocu-
rren cuando ∆ = d, de esta manera es posible ver por qué son inusuales en mecánica
cuántica, la invariancia de escala se rompe y las dimensiones de escalamiento reciben
correcciones anómalas [4] [24].

Es acá donde se evidencia la importancia de las teorías de campo conformes a la
teoría cuántica de campos. Dado un conjunto de campos, el número de operadores
relevantes (y marginales) es finito y pequeño [19][24]. A pesar de comenzar con
lagrangianos generales con acoplamientos generales, solo unos pocos acoplamientos
son importantes a bajas energías. Y dado que cualquier QFT vive en este “espacio
de acoplamiento”, se puede pensar en cualquier teoría cuántica de campo como una
perturbación de una teoría conforme de campos por parte de operadores relevantes.
Es decir, cualquier punto en el espacio de parámetros se puede considerar como un
flujo perturbado lejos de un punto fijo CFT [14][19][24].
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6. EL TEOREMA C DE ZAMOLODCHIKOV

Como se introdujo en capítulos anteriores, en la naturaleza, diferentes fuerzas
toman importancia a diferentes escalas de longitud. Mientras se fluye de una apro-
ximación en el límite ultravioleta a una aproximación en el límite infrarrojo de la
naturaleza, la importancia relativa de algunas fuerzas aumenta y la de otras dismi-
nuye [15] [24]. La interpretación física de la irreversibilidad es que esta transición
ocurre sólo una vez [15] [24]. Después de alejarse con un factor arbitrario, las inter-
acciones nunca volverán a su fuerza original al mismo tiempo. Incluso si se añaden
perturbaciones infinitesimales a los acoplamientos durante el flujo [15] [24] [14].

Zamolodchikov puso una fuerte restricción al flujo del grupo de renormalización
de una teoría cuántica de campos. Siempre que se cumplan algunas condiciones, des-
critas a continuación, mostró que el flujo a lo largo del grupo de renormalización es
un proceso irreversible [23]. En un sentido más formal, el teorema C de Zamolodchi-
kov establece que existe una función monotonamente decreciente sobre el conjunto
de parámetros de masa y constantes de acoplamiento para todas las teorías cuánticas
de campo que cumplan con ser positivas (correladores positivo definidos) bidimen-
sionales e invariantes de Poincaré. Esta función tiene valores constantes únicamente
en los puntos fijos en los cuales tiene el mismo valor que la correspondiente carga
central del álgebra de Virasoro para la teoría conforme asociada.

En este capítulo, el teorema C de Zamolodchikov es probado por una cons-
trucción explícita de una función con las propiedades que exige dicho teorema. Esta
función es llamada función C de Zamolodchikov. La función C está expresada en
términos de funciones de correlación del tensor de momentum-energía. Las dos com-
ponentes del tensor de momentum-energía más utilizadas para la prueba T y Tzz̄
serán representadas por la notación anteriormente introducida T y Θ para mayor
comodidad.

Para estas dos componentes, es posible formar tres distintas funciones de co-
rrelación

〈T (x)T (0)〉, 〈T (x)Θ(0)〉, 〈Θ(x)Θ(0)〉, (6.1)
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donde x2 = zz̄. Utilizando la ecuación (3.46), se tiene que para cada una de estas
funciones de dos puntos

〈T (x)T (0)〉 =
F

z4
, (6.2)

〈T (x)Θ(0)〉 =
G

z2x2
, (6.3)

〈Θ(x)Θ(0)〉 =
H

x2
. (6.4)

Con lo cual es posible definir la función C de Zamolodchikov como:

C = 2F − 4G− 6H, (6.5)

evaluada en x = x0 en unidades tales que |x0| = 1. Esta función está bien defini-
da debido a la simetría de rotación y traslación de la teoría. La demostración se
desglosará en las dos secciones siguientes.

6.1. Decrecientemente monótona

Para una teoría cuántica de campos renormalizable de dos dimensiones simétri-
ca y positiva, se considera el tensor de momentum-energía, Tµν . Como se mencionó
anteriormente, las simetrías en el lagrangiano implican que el tensor de momentum-
energía es una corriente conservada, (3.7). En coordenadas complejas, esto implica
que

∂̄T + ∂Θ = 0. (6.6)

Lo cual, bajo la definición de las funciones de correlación, lleva a las relaciones

〈∂̄T (x)T (0)〉+ 〈∂Θ(x)T (0)〉 = 0, (6.7)

〈∂̄T (x)Θ(0)〉+ 〈∂Θ(x)Θ(0)〉 = 0. (6.8)

Por la regla del producto y simetría traslacional, las relaciones anteriores junto
con los correladores (6.2), (6.3) y (6.2) son equivalentes a

z̄∂̄F + (z∂ − 3)G = 0 (6.9)
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y
(z̄∂̄ − 1)G+ (z∂ − 2)H = 0, (6.10)

respectivamente. Ahora bien, denotando r =
√
x2 =

√
zz̄, que implica que para

cualquier función f(r) que es independiente del ángulo y únicamente depende de el
radio r, se cumple la relación

z∂f(r) = z̄∂̄f(r) = r
∂

∂r
f(r) ≡ ḟ(r). (6.11)

En este punto, debe resaltarse la ecuación de Callan-Symanzik [24], en donde se
relaciona la variación de escalas de energía (o espaciales) con las variaciones de las
constantes de acoplamiento, es decir, el flujo del grupo de renormalización. Por lo
tanto la notación ḟ(r) es equivalente a

∑
i βi(g)∂gif . En adelante se usará la notación

ḟ(r) para mayor comdidad.

Por lo tanto, (6.9) y (6.10) pueden reescribirse como

Ḟ + Ġ = 3G, (6.12)

Ġ+ Ḣ = G+ 2H. (6.13)

Con esto, aplicando el flujo del grupo de renormalización a la función C se obtiene
que

Ċ = 2Ḟ − 4Ġ− 6Ḣ (6.14)

= −12H. (6.15)

La condición de positividad implica que el lado derecho de la última expresión es
no negativa. Luego, la función C es monótona decreciente,

Ċ ≤ 0. (6.16)

6.2. Función C y la carga central

Como se demostró en (3.15), en los puntos fijos o puntos conformes, la traza
del tensor de momentum-energía se hace cero, Θ = 0. Por lo tanto, la función C en
los puntos conformes se reduce a

C = 2z4〈T (x)T (0)〉|x=x0 . (6.17)
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Por el TT OPE (3.32) se deduce que, en efecto, c es la carga central asociada. Es
de acá de donde viene el nombre de función C. En otras palabras, la función C
interpola la carga central entre los diferentes puntos fijos. Por lo tanto, la función C
propuesta por Zamolodchikov cumple con el teorema.

Esta demostración del teorema C hecha por Zamolodchikov fue publicada en
1986, sin embargo, hasta el año 2012 fue posible demostrar el teorema para 2 + 1

dimensiones [9]. Este logro fue posible gracias a que se pudo construir una función
C basada en entropía de entrelazamiento, primero, para 1 + 1 dimensiones en el año
2006 [7], luego para 2+1 y recientemente, a inicios del año 2017 se demostró para 3+1

dimensiones [10]. Estas demostraciones entrópicas para teoremas de irreversibilidad
del flujo del grupo de renormalización para 1+1 y 2+1 fueron hechas por H. Casini
y M. Huerta, mientras que para 3+1 fue hecha por H. Casini, E. Teste y G. Torroba.
Vale la pena mencionar que en el año 2011, Komargodski y Schwimmer demostraron
la irreversibilidad del flujo del grupo de renormalización para 3 + 1 dimensiones, de
manera independiente a las funciones entrópicas [16]. En el siguiente capítulo se
reproducirá la demostración para 1 + 1 dimensiones, introduciendo en las primeras
secciones la idea de la entropía de entrelazamiento.
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7. EL TEOREMA C A LA CASINI-HUERTA

7.1. Entrelazamiento cuántico

La herramienta natural para investigar las propiedades no locales almacenadas
en las funciones de onda del estado fundamental es el concepto de entrelazamiento
cuántico y la entropía de entrelazamiento asociada [13]. En este capítulo se define
qué se entiende por entrelazamiento cuántico y sus medidas, haciendo énfasis en la
entropía del entrelazamiento. El concepto de entrelazamiento cuántico nació con la
mecánica cuántica en sí misma, y precede a las motivaciones presentes por muchas
décadas [12].

Históricamente, el concepto de entrelazamiento cuántico se formuló para des-
cribir cómo un sistema cuántico finito se acopla a su entorno esencialmente infinito
[12]. El mejor ejemplo es la información no local almacenada en las funciones de
onda de los sistemas de partículas idénticas. Considerando, por ejemplo, un sistema
de dos partículas idénticas de espín-1/2, A y B. La función de onda para un singlete
de espines con espín total S = 0 y Sz = 0 es |0, 0〉 = ( 1√

2
)(|↑, ↓〉 − |↓, ↑〉) [20].

Como esta función de onda no contiene ninguna escala de longitud, el tamaño
físico del espín singlete puede ser tan grande como pueda. Si se mide el espín de
la partícula A, por ejemplo, en la Tierra, y se descubre que es ↑ entonces, siempre
que se sepa a priori que el estado es realmente un singlete de espín, se sabe que
el espín de la partícula B es ↓, aun si la partícula se encuentre, por ejemplo, en
Plutón. Por otro lado, si los dos espines están en un producto de estado, tal como
|1,±1〉, la medición del espín de la partícula encontrada en ↑ implica que el espín
de la partícula B es ↑ únicamente si se sabe que S = 1 y Sz = 1. Por esta razón, se
dice que los espines están entrelazados en un singlete, mas no en producto de estado
[13].

Una medida del grado de entrelazamiento de un estado cuántico es la entropía
de entrelazamiento de von Neumann, que se define de la siguiente manera [13].
Considerando una partición de un sistema físico Σ en dos subsistemas disjuntos
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denotados como A y B, entonces Σ = A∪B y A∩B = ∅. Sean HA y HB los espacios
de Hilbert de los estados con soporte separado en el sistema A y en el sistema B de
modo que el espacio de Hilbert de los estados en Σ es H = HA ⊕ HB. Sea |Ψ〉 un
estado puro sobre el sistema A ∪B. Como tal, este puede ser descompuesto como

|Ψ〉 =
∑
m,n

Mm,n |ψAn 〉 |ψBn 〉 , (7.1)

donde {|ψA〉} y {|ψB〉} son bases ortonormales deHA yHB respectivamente, yMm,n

son los elementos de una matriz rectangular general M. Sin embargo, utilizando el
teorema de descomposición de valores singulares, una matriz rectangular siempre se
puede escribir como producto de una matriz unitaria U, una matriz diagonal D=

diag(λ1, ..., λn, ...), y una matriz rectangularV, cuyas filas son vectores ortonormales
[18]. Entonces, luego de cambiar a las nuevas bases |ψAn 〉 → U |ψAn 〉 y |ψBn 〉 → V |ψBn 〉,
se encuentra la descomposición de Schmidt del estado |Ψ〉,

|Ψ〉 =
D∑
n

λn |ψAn 〉 |ψBn 〉 , (7.2)

donde D = min{dA, dB}, con dA y dB como las dimensiones de los respectivos
espacios de Hilbert HA y HB. Si el estado |Ψ〉 está normalizado ||Ψ|| = 1, entonces
el conjunto de números complejos {λ} debe satisfacer

D∑
n

|λn|2 = 1. (7.3)

Dado un estado puro |Ψ〉 de un sistema total A ∪B, su matriz densidad es

ρA∪B = |Ψ〉 〈Ψ| . (7.4)

Con esto, es posible definir la matriz densidad reducida para el subsistema A ha-
ciendo la traza parcial de ρA∪B sobre los grados de libertad de B,

ρA = trB ρA∪B, (7.5)

y similarmente para ρB. Si se observa únicamente el subsistema A, este está en un
estado mixto definido por la matriz densidad ρA, y lo mismo para B.

La entropía de von Neumann, SA para el subsistema A cuando el sistema total
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está en el estado |Ψ〉 está definida en términos de la matriz densidad reducida de A

SA ≡ − tr(ρA ln ρA). (7.6)

Por razones históricas, en la literatura sobre información cuántica, se suele escribir
en términos de log2 mientras que en mecánica estadística se suele usar el logaritmo
natural. Usando la descomposición de Schmidt, (7.2), se puede escribir la matriz
reducida ρA como

ρA =
D∑
n

|λn|2 |ψAn 〉 〈ψAn | , (7.7)

y de la misma manera para B. Por lo tanto, las cantidades pn ≡ |λn|2 representan
la probabilidad de observar el sistema en el estado |ψAn 〉. De estas expresiones, se
sigue que las matrices densidad reducidas ρA y ρB tienen los mismos eigenvalores
distintos de cero y ambas tienen traza igual a la unidad, trA ρA = trB ρB = 1.

También se puede observar que la entropía de entrelazamiento de von Neumann
puede ser escrita como

SA = − tr(ρA ln ρA) = −
D∑
n

|λn|2 ln |λn|2 = − tr(ρB ln ρB) = SB. (7.8)

En otras palabras, la entropía de entrelazamiento es simétrica en los dos subsistemas
(entrelazados). Esta propiedad de simetría es una consecuencia de la suposición de
que el sistema total A ∪ B está descrito por un estado puro. Por el contrario, la
propiedad de simetría de la entropía de entrelazamiento no se cumple si el sistema
total está en un estado mixto, por ejemplo, en un estado térmico definido por una
matriz de densidad de Gibbs [13].

La expresión de la entropía de entrelazamiento de von Neumann en términos de
las probabilidades {|λ|2} también evidencia que la entropía de entrelazamiento puede
hacerse cero solo si la matriz de densidad reducida ρA (y, por lo tanto, también ρB)
en sí misma representa un estado puro. Esto puede pasar únicamente si el estado |Ψ〉
del sistema A∪B es un estado producto. En este caso, la matriz de densidad reducida
es diagonal e igual a ρA = diag(1, 0, ..., 0), que tiene una entropía igual a cero. Por
lo tanto, la entropía de von Neumann es una medida del entrelazamiento de los dos
subsistemas A y B en estado |ψ〉. El espectro de (Schmidt) valores propios {|λn|2}
de la matriz de densidad reducida se conoce como el espectro de entrelazamiento.

Finalmente, la entropía del entrelazamiento de von Neumann satisface las si-
guientes propiedades. Para dos regiones, A y B, la entropía de entrelazamiento es
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subaditiva, es decir, cumpe con SA∪B ≤ SA + SB. Además, para tres regiones, A,
B y C, la entropía de entrelazamiento de von Neumann satisface la condición de
subaditividad fuerte [11]

SA∪B∪C ≤ SA∪B + SB∪C − SB. (7.9)

7.2. Entrelazamiento en teoría cuántica de campos

El resto de este capítulo está enfocado en la entropía del entrelazamiento, cómo
se calcula y cómo se comporta en sistemas de interés. Se discutirá con cierto detalle
las leyes de escala obedecidas por la entropía del entrelazamiento.

Se afrontará la cuestión de calcular la entropía del entrelazamiento en un siste-
ma macroscópico extendido como una teoría cuántica de campos. En sistemas con
pocos grados de libertad, es relativamente sencillo construir las matrices de den-
sidad reducida directamente desde sus funciones de onda [11][13]. Sin embargo, a
excepción de unos pocos casos, las funciones de onda de los sistemas con un número
infinito de grados de libertad son, en casi todas las circunstancias, sumamente com-
plejas. Existen algunos sistemas excepcionales en los que las funciones de onda se
conocen explícitamente y tienen propiedades universales. Sin embargo, incluso para
estos casos, el cálculo de la entropía de entrelazamiento no es trivial [13].

Para abordar el tema, se considera una teoría de campo con una acción eu-
clidiana S[φ] =

∫
Ω
dDxL[φ], donde φ es un campo y L es la densidad lagrangiana.

Aquí Ω representa un manifold de un espacio-tiempo D dimensional.
En la teoría euclidiana, la coordenada temporal imaginaria τ es periódica (com-

pactada) con un período β = 1/T , mientras que las direcciones espaciales son ar-
bitrarias [13]. Por lo tanto, generalmente se suele referir al espacio-tiempo como
un cilindro de circunferencia β = 1/T . Lo que sigue en el resto de esta sección no
depende de si la teoría es relativista o no.

La matriz de densidad de Gibbs del sistema es ρ = exp (−βH), donde H es el
hamiltoniano cuántico y β = 1/T . La función de partición es

Z = tr ρ = tr e−βH =

∫
Dφe−

∫
Ω d

DxL[φ]. (7.10)

En la métrica euclídea el generador de tiempo imaginario τ es U(τ) = exp (−τH)

[24]. Por lo tanto, la función de onda del estado fundamental Ψ0[φ] se expresa en
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Figura 7.1. Representación gráfica de la integral de camino de la función de onda como
la amplitud para una evolución desde un estado inicial |[φ(x)]〉 al estado de vacío |0〉 del
sistema. El estado inicial es una configuración de campo definida en el límite del manifold
de espacio-tiempo abierto. La frontera es un manifold espacial en el segmento de tiempo
imaginario inicial τ = 0 de la evolución euclidiana. Fuente: E. Fradkin [13].

términos de una integral de camino mediante una expresión de aspecto similar, ver
figura 7.1

Ψ0[φ] = 〈φ|0〉 =
1

Z

∫
Dφe−

∫
Ω d

DxL[φ], (7.11)

donde el manifold tiene una frontera en algún tiempo (imaginario) τ = 0 donde se
especifica que el estado viene dado por la configuración del campo, |Ψ〉, y donde
se toma el límite de temperatura cero T → 0. Este último paso se proyecta en el
estado fundamental |0〉, suponiendo que sea único. Si el estado fundamental no es
único, la evolución se proyectará en un estado que es la superposición lineal del vacío
degenerado (estados fundamentales).

De manera similar, el elemento de la matriz de densidad ρ entre los estados
|φ(x)〉 y |φ′(x)〉 es

〈φ(x)|ρ|φ′(x)〉 = (7.12)
1

Z

∫
Dφ
∏
x

δ(φ(x, τ = 0)− φ(x))
∏
x

δ(φ(x, τ = β)− φ′(x))e−SE [φ],

donde SE[φ] es la acción euclidiana de la teoría de campo en un manifold que es una
banda de ancho β con las condiciones de contorno especificadas.

Se puede usar el mismo enfoque para, al menos formalmente, encontrar una
expresión integral de camino para la matriz densidad reducida. Por lo tanto, una
vez más se considera una partición del manifold espacial en dos conjuntos disjuntos
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Figura 7.2. La integral de camino para la matriz de densidad reducida ρA se define en un
manifold con la topología de un cilindro con un corte, la línea oscura que se muestra en la
figura. Aquí φA(x) y φ′A(x) son dos configuraciones del campo en la región A. El origen y
el final del tiempo imaginario τ están en τ = 0 y τ = β. Fuente: E. Fradkin [13].

A y B. La matriz densidad reducida ρA se obtiene luego de aplicar la traza sobre
los grados de libertad en su complemento, la región B. Por lo tanto, se exige que en
la región B, los estados inicial y final sean los mismos y se acoplen, y la coordenada
de tiempo imaginario sea periódica con período β. Por lo tanto, en la región B,
la banda se envuelve en un cilindro de circunferencia β. Sean |[φA(x)]〉 y |[φ′A(x)]〉
dos configuraciones del campo con soporte en la región A. Los elementos de la
matriz de densidad reducida para la región A se obtienen calculando una traza de la
matriz de densidad completa restringida a los estados en la región B. Sin embargo,
en la región A los estados evolucionan del estado |[φA(x)]〉 hacia |[φ′A(x)]〉. En otras
palabras, el nuevo manifold es suave y periódico en la región B pero tiene un corte en
la región A con una discontinuidad expresada en términos de las dos configuraciones
especificadas por los estados |[φA(x)]〉 y |[φ′A(x)]〉, ver figura 7.2,

〈[φA(x)]|ρA[φ′A(x)]〉 = 〈[φA(x)]| trB ρ[φ′A(x)]〉 . (7.13)

Para calcular la entropía de entrelazamiento se utilizará el método de réplicas
[13]. Para este fin, se calcula primero

Zn[A] = tr ρnA, (7.14)

que está definida para n ∈ N. En términos del espectro de autovalores de la matriz
reducida, {λk}, llamado también espectro de entrelazamiento, esto es

Zn[A] =
D∑
k

λnk . (7.15)
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El espectro de autovalores vive en el intervalo [0, 1] y obedece la regla de normaliza-
ción

∑D
k λk = 1, por esto, dicha traza es absolutamente convergente y análitica en

R, n > 1. Por lo tanto, Zn[A] puede ser extendida por una continuación analítica a
n planos complejos como Z[n,A].

La entropía de entrelazamiento de von Neumann, SA puede ser calculada to-
mando el límite [3] [1]

SA = − tr(ρA ln ρA) = − ĺım
n→1+

∂

∂n
− tr ρA. (7.16)

Es conveniente acá definir también la entropía de Rényi SnA,

SnA =
1

1− n
ln tr ρnA. (7.17)

Ya que se toma la traza de productos de la matriz densidad, es posible observar
que el estado final en la región A de un factor es el estado inicial del siguiente factor
también en la región A. La traza general significa que el estado final del último factor
se identifica con el estado inicial del primer factor. Esto significa que el manifold en
el que se calcula la integral de camino se puede considerar como una superficie de
Riemann de n-hojas en la región A con un intervalo de tiempo imaginario global
nβ pegando a los cilindros definidos para la región B, cada uno con un intervalo de
tiempo imaginario β [1].

Alternativamente, se puede pensar que este cálculo involucra n-copias idénticas
de la teoría de campos y, por lo tanto, tiene n-copias o réplicas de los campos φi
para i = 1, . . . , n, cada una con la misma acción tal que en la región B las réplicas
obedecen condiciones de frontera periódicas en tiempo imaginario por separado,
mientras que en la región A se identifican entre sí de forma secuencial y cíclica [13].
Específicamente, los campos replicados obedecen las condiciones de contorno

φj(0
+, x) = φj+1(0−, x), para x ∈ A (7.18)

φj(0
+, x) = φj(0

−, x), para x ∈ B.

Una consecuencia de las condiciones de contorno que especifica cómo las n-réplicas
se pegan entre sí es que existe un conjunto de operadores de giro los cuales actúan
sobre la teoría replicada e identifican las diferentes copias en los cortes [3][1]. En el
límite común entre las regiones A y B, los campos tienen una singularidad cónica.
Esta formulación se debe originalmente a Holzhey, Larsen y Wilczek [15], y fue
desarrollada y extendida por Calabrese y Cardy entre los años 2004 y 2009 [1] [2].
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Siguiendo a Calabrese y Cardy, se define una función de partición con n-copias del
campo, obedeciendo las condiciones de contorno de la ecuación (7.18). La acción de
los campos replicados es simplemente la suma de las acciones para cada copia,

S[φ1, ..., φn] =
n∑
i

S[φi]. (7.19)

La integral de camino, es decir, la función de partición está restringida por la con-
dición de que los campos locales {φi} se peguen de acuerdo con las condiciones de
contorno de la ecuación (7.18). La teoría replicada así definida ahora tiene una si-
metría global ya que es invariante bajo el intercambio de las réplicas. Los campos
locales que obedecen estas condiciones se llaman campos de giro.

Con la estructura particular de las condiciones de contorno que se están utili-
zando, se denominan campos de giro de punto de ramificación, y se asocian con dos
simetrías de permutación cíclica, σ : j → j + 1 (mod n) y σ−1 : j + 1 → j (mod
n) con j = 1, . . . , n). Los campos de giro de corte de ramificación que mapean las
diferentes copias a través de los cortes de ramificación se indican mediante Tn ≡ Tσ,
asociados con la permutación σ : j → j + 1 (mod n), y T̃n ≡ Tσ−1 , asociados con
la permutación inversa. Por lo tanto, la matriz de densidad reducida, que se definió
como la función de partición con un corte de ramificación en cada punto a lo largo
del límite entre las regiones A y B, equivale a una función de partición en la teoría
replicada con inserciones de los campos de giro límite entre las dos regiones.

Un tratamiento detallado de este enfoque se puede encontrar en el trabajo de
Cardy y colaboradores [5]. Esta formulación es particularmente poderosa en dimen-
siones 1 + 1, que es lo que se estudiará en las secciones restantes.

7.3. Entropía de entrelazamiento en teoría confor-

me de campos

El comportamiento de las entropías de entrelazamiento a distintas escalas puede
ser determinado por argumentos de CFT. En esta sección se seguirán los resultados
de Calabrese y Cardy [1] [2], los cuales son una generalización del trabajo de Holzhey,
Larsen y Wilczek [15].

Por simplicidad, la región A será un segmento de longitud `, y la región B será
el complemento. Todo el sistema tiene longitud L� `. Se trabajará en el límite de
largas distancias y, por lo tanto, se puede suponer que `� a, donde a es un cutoff
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espacial.
En la formulación hecha con el método de réplicas, los campos considerados

debían estar girados debido a las condiciones de contorno. Los campos están girados
por el cambio de simetrías, que son representados por los campos locales Tn y T −1

n .
Estos campos locales actuan en el límite entre las dos regiones A y B, y sirven
efectivamente para vincular las diferentes copias de la CFT entre sí [2]. En el caso
de un solo intervalo con puntos finales en las coordenadas espaciales x = u y x =

v, con ` = |u − v|, la función de partición debe calcularse en campos sobre una
superficie de Riemann de n-hojas. En dos dimensiones, es posible calcular este objeto
como una integral de camino para los campos replicados en el plano complejo C,
donde la superficie de Riemann se especifica mediante un conjunto de condiciones
de contorno,(7.18). Para la superficie de Riemann de n-hojas a lo largo del intervalo
A la función de partición Zn[A] se convierte a

Zn[A] = 〈Tn(u, 0)T −1
n (v, 0)〉, (7.20)

donde el valor esperado se calcula a partir de la teoría de réplicas en el plano comple-
jo. El papel de los operadores Tn(u, 0) y T −1

n (v, 0) es hacer cumplir las condiciones
de contorno de (7.18). De manera similar, el valor esperado de un operador en la
hoja i = 1, . . . , n,O(x, τ ; i), en la superficie de Riemann de n-hojas es

〈O(x, τ ; i)〉 =
〈O(x, τ ; i)Tn(u, 0)T −1

n (v, 0)〉
〈Tn(u, 0)T −1

n (v, 0)〉
. (7.21)

En el límite termodinámico en el cual el tamaño del sistema L→∞, el mapeo
conforme

ζ =
w − u
v − u

, (7.22)

donde w = x+iτ , mapea los puntos de ramificación a (0,∞). Mientras que el mapeo
conforme

z = ζ1/n =

(
w − u
v − u

)1/n

, (7.23)

mapea la superficie de Riemann de n-hojas al plano complejo C [17]. En el caso
de una CFT, el tensor de momentum-energía se descompone en sus componentes
holomorfas y antiholomorfas. La componente holomorfa del tensor de momentum-
energía se transforma como la ecuación (3.34), que por comodidad, se vuelve a añadir
acá

T (z)→ T ′(z) =

(
∂f

∂z

)2

T (f(z)) +
c

12
S(f(z), z), (7.24)
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Sin embargo, en el plano complejo 〈T (z)C〉 = 0, donde el sistema es invariante ante
rotaciones y traslaciones, por lo que el valor esperado del tensor de momentum-
energía en la superficie de Riemann de n-hojas es

〈T (w)〉 =
c

24

(
1− 1

n2

)
(v − u)2

(w − u)2(w − v)2
. (7.25)

Pero esto debe ser lo mismo al valor esperado del tensor de momentum-energía
calculado por (7.21). En particular, si el tensor de momentum-energía en la superficie
de Riemann de n-hojas para el lagrangiano replicado es n veces 〈T (w)〉, se debe
cumplir la relación

〈O(x, τ ; i)Tn(u, 0)T −1
n (v, 0)〉

〈Tn(u, 0)T −1
n (v, 0)〉

= (n2 − 1)
(v − u)2

(w − u)2(w − v)2
. (7.26)

Como se estudió en la sección 3.3.1, en CFT los campos obedecen un conjunto de
identidades de Ward conformes que en este caso toman la forma

〈O(x, τ ; i)Tn(u, 0)T −1
n (v, 0)〉 =(

1

w − u
∂u +

hTn
(w − u)2

+
1

w − v
∂v +

hT −1
n

(w − v)2

)
〈Tn(u, 0)T −1

n (v, 0)〉, (7.27)

donde hTn = hT −1
n

es la dimensión de escala de T y T −1. Usando esto, por la
definición de dimensión de escala y la ecuación (3.46) se debe cumplir

〈Tn(u, 0)T −1
n (v, 0)〉 =

1

|u− v|2hn
, (7.28)

donde se usa la notación hn para referirse a hTn y, por ende, a hT −1
n

. Con esto es
posible identificar la dimensión de escala de los operadores de giro hn,

hn =
c

12

(
n− 1

n

)
. (7.29)

De donde, para la función de partición

tr ρnA =
Zn[A]

Zn
(7.30)

que es equivalente a la función de dos puntos del campo de giro, ecuación (7.20).
Esta debe transformarse de la misma manera bajo transformaciones conformes. Por
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lo tanto, considerando una constante no universal Cn [2], se puede demostrar que

tr ρnA = Cn

(
v − u
a

)(c/6)(n−1/n)

(7.31)

para a como un cutoff de longitud corta. Por lo cual, las entropías de Rényi y von
Neumann deben obedecer las relaciones

SnA =
c

6
(1 + 1/n) ln

(
`

a

)
+ c0, (7.32)

SA =
c

3
ln

(
`

a

)
+ c0, (7.33)

donde c0 es una constante no universal.

7.4. El teorema C - revisitado

El teorema C de Zamolodchikov en dos dimensiones muestra que el flujo del
grupo de renormalización solo puede conectar teorías de campo conformes en el pun-
to fijo ultravioleta con carga central de Virasoro mayor que las CFT en el punto fijo
infrarrojo. Esto establece un orden en las CFT en dos dimensiones, proporcionando
una interpretación de la carga central como una medida de los grados de libertad
del campo. Estos grados de libertad se pierden a lo largo del flujo de renormaliza-
ción debido al desacoplamiento de modos masivos. La prueba de Zamolodchikov se
basa en la positividad y la covarianza de las funciones de correlación. Una prueba
alternativa del mismo teorema basado en la subaditividad fuerte de la entropía de
entrelazamiento se discutirá en esta sección. En ambos casos, los elementos esencia-
les detrás de la validez del teorema son la unitariedad y la simetría relativista de las
teoría cuánticas de campos [7].

7.4.1. Intervalos en dos dimensiones del espacio-tiempo

Como se discutió en la sección 7.1, para la entropía de entrelazamiento se
cumple la relación de subaditividad fuerte, ecuación (7.9), lo cual es muy conveniente
para el objetivo de demostrar el teorema C de manera entrópica. Es necesario definir
regiones, en este caso, intervalos en 1+1 dimensiones. Para este fin, se debe cumplir
que la entropía de entrelazamiento para regiones A y B, tales que se cumpla la
relación de subaditivad fuerte, las intersecciones y uniones de dichos intervalos deben
tener el mismo tipo de divergencia [7] [8] . Para ello, se consideran dos intervalos
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X

Y

Z

A B

Figura 7.3. Dos intervalos A y B de tamaño
√
rR cuyos puntos finales se encuentran

en el cono de luz. El tamaño de Y es r mientras que la distancia entre los puntos finales
superiores de A y B es R. Fuente: H. Casini y M. Huerta [9].

boosteados en 1 + 1 dimensiones con sus puntos finales sobre un cono de luz, ver
figura 7.3.

Aplicando la relación de subaditividad fuerte a las regiones espaciales en las
líneas punteadas de la figura 7.3, se tiene

S(XY ) + S(Y Z) ≥ S(Y ) + S(XY Z). (7.34)

Para mayor comodidad, se elige el tamaño de A y B como
√
rR, para cualesquiera

r < R, y el tamaño de Y igual a r, por lo que S(Y ) = S(r). Donde se denota
S(l) como la entropía de entrelazamiento de un intervalo de longitud l. Dado que
por causalidad la matriz de densidad de una región coincide con la de cualquier
otra región espacial con el mismo dominio causal de dependencia [6], se tiene que
S(XY ) = S(A) = S(

√
rR) = S(B) = S(Y Z). Además, la región XY Z es equiva-

lente a un intervalo de tamaño R, por lo tanto S(XY Z) = S(R). Usar esto en (7.3)
lleva a

2S(
√
rR) ≥ S(R) + S(r) . (7.35)

Considerando R = r + ε y expandiendo para pequeños ε se obtiene

rS
′′
(r) + S

′
(r) ≤ 0 . (7.36)

Esto es equivalente a C ′(r) ≤ 0 para la cantidad C(r) = rS
′
(r). Esta función es

entonces adimensional y siempre está disminuyendo. En el punto crítico, la entropía
tiene una forma general dada por (7.32)

S(r) =
c

3
log(r/ε) + c0 , (7.37)

50



donde c0 es una constante no universal, ε es un cutoff de corta distancia y c es la carga
central de Virasoro de la teoría conforme. En este caso, se tiene que C(r) = c/3. Por
lo tanto, la desigualdad anterior establece una forma entrópica del teorema C de
Zamolodchikov [23][7]: la carga central del punto fijo ultravioleta es siempre mayor
que la del punto fijo infrarrojo.
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CONCLUSIONES

1. Una teoría conforme de campos es una teoría cuántica de campos que es inva-
riante bajo transformaciones conformes. Las transformaciones conformes están
compuestas por el grupo de Poincaré más dilataciones y transformaciones con-
formes especiales. En dos dimensiones, hay un álgebra de dimensiones infinitas
de transformaciones conformes locales. En d > 2 dimensiones, el grupo confor-
me es localmente isomorfo a SO(d+ 1, 1) en un espacio euclidiano, e isomorfo
a SO(d, 2) en el espacio de Minkowski, este grupo es equivalente al grupo de
ismometrías en un espacio AdS.

2. El álgebra de Virasoro puede ser deducida como una extensión central del
álgebra del grupo conforme local, el álgebra de Witt, e imponiendo la condición
que debe cumplir la identidad de Jacobi, por ser también un álgebra de Lie. Sin
embargo, también puede ser deducida a partir de una expansión del tensor de
momentum-energía en series de Laurent, utilizando la expansión del producto
de operador de dicho tensor y conmutar los modos de Laurent. Desde este
punto de vista, se puede entender lo que significa la extensión central.

3. El flujo del grupo de renormalización únicamente puede conectar teorías con-
formes de campos en el punto fijo ultravioleta con una carga central de Virasoro
mayor que la CFT en el punto fijo en el infrarrojo. Esto establece un orden
en la CFT en dos dimensiones, proporcionando una interpretación de la carga
central como una medida de los grados de libertad del campo.

4. El comportamiento del flujo de grupo de renormalización puede ser descrito
con la existencia de una función adimensional universal de las constantes de
acoplamiento C({gi}) en el espacio de las teorías de campo de dimensión 1+1,
que cumplan con ser positivas, bidimensionales e invariantes de Poincaré. Esta
función debe ser monotonamente decreciente a lo largo de las trayectorias del
grupo de renormalización y debe ser estacionaria en los puntos fijos, donde
toma un valor finito proporcional a la carga central de Virasoro c. Esto es
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conocido como el teorema C.

5. El teorema C puede ser probado por una construcción explícita de una función
con las propiedades que exige dicho teorema. La función C, propuesta por Za-
molodchikov, está expresada en términos de funciones de correlación del tensor
de momentum energía. De la misma manera, la combinación de la simetría de
Lorentz y la propiedad de subaditividad fuerte de la entropía conduce a un
teorema C para la entropía de entrelazamiento para intervalos de dimensión
1 + 1.

6. La demostración del teorema C de manera entrópica permitió demostrar teo-
remas de irreversibilidad para 2 + 1 y 3 + 1 dimensiones.
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RECOMENDACIONES

1. Estudiar la relación entre la función C de Zamolodchikov y la función C en-
trópica.

2. Buscar una función C distinta a la de Zamolodchikov y a la entrópica o de-
mostrar que estás dos familias son únicas.

3. Definir un espacio de funciones C, en caso de que existan únicamente las dos
familias mencionadas en este texto o existan varias familias, y estudiar las
implicaciones de la existencia y propiedades del mismo.

4. Demostrar la existencia de teoremas de irreversibilidad para d dimensiones
arbitrarias.

5. En caso de existir teoremas de irreversibilidad para d dimensiones, generalizar
la demostración de teoremas de irreversibilidad en dichas dimensiones.
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